
ChemChemTech. 2022. V. 65. N 4  93 

 

 

DOI: 10.6060/ivkkt.20226504.6533 

УДК: 531.517 

ИССЛЕДОВАНИЕ ЛАМИНАРНОГО ТЕЧЕНИЯ  
В ПРИЗМАТИЧЕСКИХ КАНАЛАХ ПРЯМОУГОЛЬНОГО И ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО СЕЧЕНИЯ 

Л.Н. Рубцова, Л.Ю. Александрова, П.Г. Ганин, А.В. Маркова, А.И. Мошинский, В.В. Сорокин 

Лариса Николаевна Рубцова *, Любовь Юрьевна Александрова, Павел Георгиевич Ганин,  

Алла Валентиновна Маркова, Александр Иванович Мошинский, Владислав Валерьевич Сорокин  

Кафедра процессов и аппаратов химической технологии, Санкт-Петербургский государственный хи-

мико-фармацевтический университет, ул. Проф. Попова, 14, Санкт-Петербург, Российская Федерация, 

197376 

E-mail: larisapns@mail.ru * 

Основное внимание в данной работе обращено на недостатки использования в хи-
мической технологии, в энергетике и других приложениях такого понятия, как эквива-
лентный диаметр, вводимого для каналов сложной формы (не кругового поперечного сече-
ния) при описании в них потоков жидкости и газа. Для подробно разобранных примеров, 
в иллюстративных целях, использовались призматические каналы в форме поперечного 
сечения эллипса, прямоугольника и равностороннего треугольника. Такая характери-
стика канала, как эквивалентный диаметр, используется также в учебных дисциплинах, 
связанных с потоком сплошной фазы в химической технологии. Для данных сечений из-
вестны точные решения задачи гидродинамики при ламинарном установившемся тече-
нии ньютоновских жидкостей и слабосжимаемых газов. Хорошим примером является 
также вариант течения жидкости в канале с поперечным сечением формы равносторон-
него треугольника, также имеющим точное решение задачи гидродинамики. В случае ка-
нала формы сечения прямоугольника показана эффективность использования вариацион-
ных и родственных им методов (Ритца и Канторовича) для анализа задач течения в приз-
матическом канале при малых значениях числа Рейнольдса. Получены аналитические со-
отношения, которые проиллюстрированы на графиках для зависимости объемного рас-
хода жидкости через поперечное сечение рассмотренных каналов от основных парамет-
ров процесса. Приведены иллюстрирующие проблему, то есть оценивающие диапазон при-
годности описания течения ньютоновских жидкостей в рассмотренных призматических 
каналах при использовании понятия «эквивалентный диаметр», дополнительно к фор-
мульным соотношениям, графические данные. Полученные результаты сравнивались с из-
вестными по литературным источникам. 

Ключевые слова: эллиптический канал, прямоугольный канал, эквивалентный диаметр, метод 
Ритца, метод Канторовича, ламинарное течение 
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The main attention in this work is paid to the disadvantages of using in chemical technol-

ogy, in power engineering and other applications such a concept as the equivalent diameter intro-

duced for channels of complex shape (not circular cross-section) when describing liquid and gas 

flows in them. For the detailed examples, for illustrative purposes, prismatic channels in the form 

of a cross-section of an ellipse, a rectangle, and an equilateral triangle have been used. Such a 
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channel characteristic as an equivalent diameter is also used in educational disciplines related to 

the flow of a continuous phase in chemical technology. For these cross sections, exact solutions of 

the hydrodynamic problem are known for a laminar steady flow of Newtonian fluids and weakly 

compressible gases. A good example is also a variant of fluid flow in a channel with an equilateral 

triangle-shaped cross section, which also has an exact solution to the hydrodynamics problem. In 

the case of a channel with a rectangular cross-section, the efficiency of using variational and re-

lated methods (Ritz and Kantorovich) for the analysis of flow problems in a prismatic channel at 

small values of the Reynolds number is shown. Analytical relationships are obtained, which are 

illustrated in the graphs for the dependence of the volumetric flow rate of liquid through the cross 

section of the considered channels on the main parameters of the process. Illustrating the problem, 

that is, evaluating the range of suitability of describing the flow of Newtonian fluids in the consid-

ered prismatic channels when using the concept of "equivalent diameter", in addition to the for-

mula relations, graphical data are given. The results obtained were compared with those known 

from the literature. 

Key words: elliptical channel, rectangular channel, equivalent diameter, Ritz's method, Kantorovich's 

method, laminar flow 
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ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время определены профили 

скоростей при ламинарном установившемся дви-

жении ньютоновской жидкости в каналах с са-

мыми различными формами поперечного сечения. 

Ряд вариантов представлен в таблицах работ [1, 2]. 

Этот список может быть расширен применением 

конформного преобразования рассматриваемого 

сечения призматической трубы на область в виде 

круга [3]. Возможны и другие методы анализа рас-

сматриваемой задачи [3, 4]. Течение сплошной 

среды в каналах и элементах технических 

устройств представляет практический интерес для 

ряда приложений [1, 2, 5-14]. 

В начале XX века в период отсутствия ЭВМ 

и слабого их распространения в научной и инже-

нерной практике широкое использование полу-

чили вариационные и проекционные методы реше-

ния задач математической физики и техники. Эти 

методы позволяли путем стандартных выкладок 

(как правило, наиболее сложным элементом рас-

чета было вычисление определенных интегралов 

от элементарных функций, которые (интегралы) 

находились аналитически) получить приближен-

ное решение достаточно сложных задач, в боль-

шинстве случаев не имеющих аналитического ре-

шения, с достаточной для практики точностью. 

Особенно активно вариационные и проекционные 

методы использовались при расчете упругих кон-

струкций (в частности, в кораблестроении) и кван-

товой механике (при расчете энергий состояний, 

спектров атомов и т. д.). 

В химической технологии и энергетике 

приближенные методы данного класса не полу-

чили должного распространения, хотя они чуть ли 

не идеально подходят для соответствующих задач. 

Дело в том, что в химической технологии и технике 

часто возникают проблемы решения достаточно 

сложных уравнений процессов, основанных на 

приближенных моделях, причем, как правило, до-

статочно грубых и с проблематичной оценкой диа-

пазона их пригодности. В таком случае традицион-

ное использование трудоемких численных методов 

часто не оправдано, поскольку полученные доста-

точно точно численные результаты в силу прибли-

женности моделей ничем не лучше результатов, 

найденных простыми способами из тех же моделей 

с приемлемой для практики точностью. 

ПОСТАНОВКА И АНАЛИЗ ЗАДАЧИ 

В данной работе мы сравним несколько по-

лученных разными авторами (методами) и нами ре-

шений задачи течения жидкостей (газов) в призма-
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тической трубе с поперечным сечением в виде эл-

липса и прямоугольника при малых значениях 

числа Рейнольдса с точным решением, тем самым 

продемонстрируем эффективность вариационного 

подхода. Обсудим также вариант, когда использу-

ется эффективный диаметр канала не круговой 

формы. Что не редко применяется в приложениях. 
Эллиптический канал. Сопоставим точное 

решение для расхода жидкости в призматическом 
канале с эллиптическим поперечным сечением и 
приближенное решение при введении эквивалент-
ного диаметра, заменив эллипс окружностью. В ка-
ноническом варианте уравнение эллипса имеет вид 

2 2

2 2
1,

x y

a b
     (1) 

где a и b – полуоси эллипса. Для конкретности бу-

дем полагать, что a  b. Форму эллипса характери-
зует безразмерный параметр (эксцентриситет), 
определяемый зависимостью 

2

2
ε 1 .

b

a
     (2) 

Известно [15], что площадь эллипса (попе-
речного сечения канала) равна 

S = ab,    (3) 
а его периметр определяется выражением 

 
π 2

2 2

0

4 1 ε sin 4 ε ,P a tdt aE  
 (4) 

где E() – полный эллиптический интеграл второго 
рода. В программной среде MathCad имеется встро-

енная гипергеометрическая функция F(,,, z), че-

рез которую можно выразить [16] функцию E(): 

  2π 1 1
ε F , ,1,ε .

2 2 2
E

 
  

 

  

 (5) 
Гипергеометрическая функция Гаусса 

определяется рядом [16] 

 
   

 0

α β
α,β,γ, ,

γ

kk k

k k

F z z





  (6) 

где z – комплексное перемещенное,  , – пара-
метры, которые могут принимать любые веществен-

ные или комплексные значения ( ≠ 0, 1, 2,...), а 

символ ()k обозначает величину 

        
0

λ λ λ+1 λ+2 ... λ+ 1 , λ 1.
k

k  
  

(7) 

В частных случаях, когда параметры  или 
 равны нулю или целому отрицательному числу, 
то множители ()k или ()k в формуле (6) будут 
равны нулю, что вытекает из зависимости (7), куда 
следует подставлять  или . В таком варианте в 
ряде (6) останется конечное число слагаемых и он 
становится полиномом относительно z. За исклю-

чением этого случая, радиус сходимости гипергео-
метрического ряда равняется единице [16]. 

На практике часто используется понятие 
эквивалентного диаметра для сечений каналов, от-
личающихся от кругового [1]: 

э

4
,

S
d

P
    (8) 

где S – площадь, ограниченная контуром области, 
P – смоченный периметр этой области. В работе 
[19] отмечается проблематичность (грубость) ис-
пользования в приложениях другой характери-
стики каналов сложной формы — гидравлического 
радиуса: 

r0 = S/P.   (9) 
Этот параметр применялся в [19] для харак-

теристики напряжения трения на стенках канала. В 
ряде технических приложений более популярен эк-
вивалентный диаметр, а интерес представляет, в 
первую очередь, расход жидкости в каналах. По-
этому далее будем оперировать эквивалентным 
диаметром. 

Например, достаточно легко заметить не-
точность использования понятия «эквивалентный 
диаметр» на примере расчета расхода Qt жидкости 
в канале формы равностороннего треугольника, 
для которого известна точная формула [19]. Сопо-
ставление этой формулы с зависимостью, опираю-
щейся на течения в трубе кругового сечения с экви-
валентным диаметром Qпр, приводит к выражению: 

 

  
(10)

 
т.е. отличие примерно в два раза. Сравнение расхо-
дов через рассмотренные каналы, когда площади 
сечений каналов одинаковы, приведено в работе 
[3]. Отношение расходов равно 0,72552. Уменьше-
ние расхода в трубе треугольной формы по сравне-
нию с круговой обусловлено острыми углами тре-
угольного сечения. 

Таким образом, эквивалентный диаметр эл-
липса можно выразить соотношением 

   э 2

4 π 2
.

ε F 1 2,1 2,1,ε

S b b
d

P E
  



 (11) 

Известно [1, 17, 19], что профиль скорости 
ньютоновской жидкости w в призматическом ка-
нале при ламинарном установившемся течении 
(малые числа Рейнольдса) удовлетворяет уравнению: 

2 2

2 2
,

μ

w w p
R R

x y L

  
   

 
  (12) 

где Δp/L  перепад давления на единицу длины,  
μ – коэффициент динамической вязкости. Функция 
w (скорость жидкости вдоль оси канала) удовле-
творяет граничному условию прилипания на кон-
туре области, в рассматриваемом случае границы 
эллипса. 
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Рис. 1. График функции q(ε), определяемый соотношением 

(16) 

Fig. 1. The graph of the function q(ε), determined by the relation 

(16) 

 

Точное значение расхода ньютоновской 

жидкости через канал с поперечным сечением в 

виде эллипса имеет форму [19] 

   

3 3 2 2

т 2 2 2 2

π π
; ,

24μ 2μ

a b p ab a b p
Q U U

L a b L a b

 
  

 

 
(13)

 

где U – максимальная скорость в канале формы 

эллипса, а профиль скорости определяется вы-

ражением 

,  (14) 

тогда как расход жидкости в канале при круговом 

сечении с эквивалентным диаметром dэ таков: 

 

4

пр

π π
.

8μ 2 ε

p b
Q

L E

 
  

 

  
(15) 

Сопоставление результатов удобно пред-

ставить при помощи формулы 

 
 

 

 

 

2 2 2 2

пр

4 45 3 2
т

π 2 ε 1 ε
ε .

2 ε 2F 1 2,1 2,1,ε

b a bQ
q

Q a E

  
  



  
(16) 

 

 
Рис. 2. Эллипс при ε = 0,78  

Fig. 2. Ellipse at ε = 0.78 

 

На рис. 1 представлен график функции q(). 

Если потребовать не более 5% отклонения прибли-

женного расхода Qпр от точного Qт , то должно 

быть   0,78 (рис. 1). При крайнем значении  = 

0,78 имеем b/a = 0,626. Соответствующий этому от-

ношению эллипс представлен на рис. 2, из кото-

рого можно судить об его отклонении от окружно-

сти, когда течение в каналах эллиптической формы 

описывается при помощи понятия эквивалентного 

диаметра. Из графика рис. 1 видно, как снижается 

качество описания процесса при использовании 

понятия эквивалентного диаметра, когда  > 0,8. 

 

 
Рис. 3. Область течения в прямоугольном канале 

Fig. 3. Flow area in a rectangular channel 

 

Прямоугольный канал. Область течения 

представлена на рис. 3. 

Функция w (скорость жидкости вдоль оси 

канала) удовлетворяет граничному условию при-

липания на контуре области. Теперь это условие 

записывается так: 

0.
x a y b

w w
 

    (17) 

Точное решение задачи (12), (17) известно 

[1, 2, 19, 20] и представляет собой сумму ряда, но 

не удобно для практического использования. Заме-

тим, что в работе [20] решается задача кручения 

стержня, которая математически эквивалентна за-

даче течения ньютоновской жидкости в канале. 

Расход жидкости через сечение канала определя-

ется выражением: 

*
* 3

( , ) , ,

a b

a b

Q
Q dx w x y dy Q

Rab
 

  
 (18) 

где Q – безразмерный расход. 

В работе [19] приведены табличные дан-

ные, представляющие решение для расхода жидко-

сти в виде: 

 4κ κ , κ .
4μ

p a
Q b f

L b


        (19) 

Точнее, приведена таблица для функции 

f() при  = a/b  1. Для  < 1, когда a < b, поменяв 

в точном решении параметры a и b, можно полу-

чить функциональное уравнение для функции f(): 

 
2

κ1
.

κ κ

f
f
 

 
 

  (20) 
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Рис. 4. Графики функций Q. Номера кривых соответствуют 

индексам приведенных формул Qk ,6 – асимптотическое зна-

чение точного решения 16/3 

Fig. 4. Graphs of functions Q. The numbers of the curves corre-

spond to the indices of the reduced formulas Qk, 6 – the asymp-

totic value of the exact solution 16/3 

 

Для точного решения на рис. 4 приведены 

отдельные точки  при   1 и ○ при  < 1, полу-

ченные на основе таблицы и формулы (20). Отме-

тим, что нормировка расхода в (18) фактически 

приводит к сравнению различных вариантов даль-

нейших расчетов с функцией f() из таблицы. 

 

Таблица 

Значение функцией f(κ) в отдельных точках [19] 

Table. The value of the function f(κ) at individual points [19] 

κ 1 2 3 5 10 12 100  

f(κ) 2,253 3,664 4,203 4,665 5,000 5,059 5,299 5,333 

 

При κ  , как установлено в работе [19], 

рассмотренная задача сводится к описанию тече-

ния в бесконечной в обе стороны щели. Крайнее 

значение в таблице при κ =  точно равно 16/3. 

Формулу (20) можно использовать для нахождения 

асимптотического поведения функции f(κ) при  

κ  0. Из отмеченной формулы следует, что 

f(κ)  16κ2/3, κ  0.   (21) 

Данное соотношение описывает начальный 

участок графика точного решения на рис. 4. Также 

можно найти производную функции f(κ) в точке 

κ = 1. Выполнив дифференцирование обеих частей 

соотношения (20) и подставив в результат κ = 1, по-

лучим, согласно таблице: f(1) = f(1) = 2,253. 

Уравнение (12) является уравнением Эй-

лера [19, 20] для функционала: 

dxdyRw
y

w

x

w
I

S










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
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










 2

22

, (22) 

решение которого доставляет функционалу (22) 

экстремальное значение. 

Простейший вариант течения жидкости, 

учитывающий форму профиля в круглой трубе и в 

бесконечно-протяженной щели, задаем формулой: 

  


















2

2

2

2

11,
b

y

a

x
Ayxw .  (23) 

Подставив соотношение (23) в функционал 

(22) и вычислив возникающие при этом интегралы, 

получим квадратичное относительно параметра А 

выражение. Далее находим его экстремум. Он осу-

ществляется при: 
2 2

2 2

5

2( )

a b R
А

a b



.            (24) 

Реализация описанной процедуры называ-

ется методом Ритца. Расход жидкости согласно 

(18), (23) и (24) определяется формулой: 
2

2 2

40 κ
, κ .

9 κ 1

a
Q

b

 
  

 

 (25) 

Эту формулу представляет кривая 2 на рис. 4. 

Нами было проведено уточнение зависимости (25): 
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yxw . (26) 

В результате, после проведения аналогич-

ных описанным выкладкам из условий экстремума 

функционала (22), получены выражения для А0, 

А1, А2: 
6 2 4 4 2 6

0 6 4 2 2 4 6

315 4550 315
=

720 8144 8144 720

R a b R a b R a b
A

a a b a b b

          

        
 

6 2 4 4

1 6 4 2 2 4 6

945 150
=

720 8144 8144 720

R a b R a b
A

a a b a b b

      

        
(27) 

4 4 2 6

2 6 4 2 2 4 6

150 945
=

720 8144 8144 720

R a b R a b
A

a a b a b b

      

        
 

Значение расхода жидкости, для (24), (25) 

таково: 

 2 2 4

3 6 4 2

82 9 9224

9 45 509 509 45

κ κ κ
Q

κ κ κ

  
 

  
. (28) 

График данной зависимости проведен на 

рис. 4 (кр. 3). Видим, что соответствие формулы 

(28) и точного решения (выраженного отдельными 

точками из таблицы) заметно лучше, чем у фор-

мулы (25) метода Ритца с одной функцией в разло-

жении решения. 

Л.В. Канторовичем был усовершенствован 

метод Ритца. Он предложил только частично 

назначать «искомую» функцию, определяя полное 

выражение для приближенного решения из вариа-

ционного принципа. В работе [20] решение задачи 

(12), (17) при помощи функционала (22) разыски-

вается в виде: 
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 
2

4 2
, 1 ( ).

x
W x y F y

a

 
  
 

 (29) 

В соотношении (22) можно сразу выпол-

нить интегрирование по переменной x. При этом 

данный функционал станет зависим от одной пере-

менной y, и реализация его экстремума проводится 

при помощи уравнения Эйлера [20, 21] вариацион-

ного исчисления: 

,
G d G

y dx y

  
    

   (30) 

где G – подынтегральная функция в функционале. 

Решение уравнения (30) при нулевых усло-

виях на контуре y =  b таково [20]: 

4

5
ch

21
( ) 1

2 5
ch

2

y
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F y
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  
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  
  
   

,
  

(31)
 

а выражение для расхода жидкости имеет вид 

4

16 2 5
1 th κ .

3 2κ 5
Q

  
   

   

  
(32)

 

Л.В. Канторович решал задачу о кручении 

стержня, математически эквивалентную рассмат-

риваемой здесь задаче. Эта формула (кривая 4, рис. 4) 

лучше всего аппроксимирует точное значение.  

Если использовать dэ  = 4ab/(a + b)для пря-

моугольного канала, то приходим к формуле для 

безразмерного расхода 
3

4

8πκ
.

(1 κ)
dэQ 



   (33) 

Видим (рис 4, кр. 5), что формула (33) 

наихудшая из всех представленных. Она совер-

шенно не пригодна для расчетов при κ = a/b > 0,1, 

т.е практически всегда. По форме ближе всего к 

кругу симметричный случай квадрата a = b, κ = 1. 

При этом зависимость (33) дает относительное от-

клонение от точного решения (таблица при κ = 1) 

82,6%. Более того, при больших значениях κ эта 

формула качественно ведет себя не так как точное 

решение. Так как точное решение и формула, пред-

ложенная Канторовичем, совпадают при принятых 

масштабах, то на рисунке они представлены одной 

кривой. Таким образом, предложенное нами реше-

ние оказалось точнее, чем решение Ритца, но хуже, 

чем точный вариант, и соответственно решение ме-

тодом Канторовича. Формула метода Канторовича 

(32) оказалась наиболее точной, однако при более 

сложных функционалах формула для решения 

(типа F4(y)) может быть найдена только числен-

ными методами [22]. Поэтому, если не требуется 

особенно высокая точность расчета (как в широком 

спектре задач энергетики и химической техноло-

гии), целесообразно использовать метод Ритца. 

В работе [19] приведены формулы для ко-

эффициента сопротивления (трения)  в каналах 

поперечного сечения в виде эллипса и прямоуголь-

ника. Для эллиптического канала приводим такую 

же зависимость, как и в [19]: 

ср

2 2

ρ64 2 2
λ , Re , ,

Re μ

W d ab
d

a b
  



 Wср = U/2, (34) 

тогда как для прямоугольного канала заменим 

функцию f() в [19] на достаточно близкую к ней 

зависимость (32). В результате получим прибли-

женную формулу: 

срρ224
λ , Re ,

μ2 5
Re 1 th κ

2κ 5

W b
 

  
  

   

 
(35)

 

где Wср – средняя скорость, равная отношению 

расхода жидкости через сечение канала к пло-

щади сечения. 

Отметим, что в основной формуле гидравлики: 
2

срρ
λ ,

2

WL
p

d
     (36) 

включающей коэффициент , зависимости от плот-

ности  нет, а p фактически пропорционально 

Wср, что можно было заметить из основного урав-

нения проблемы (12). 

ВЫВОДЫ 

Показана эффективность применения вари-

ационных методов для поиска приближенных ре-
шений рассмотренных задач гидродинамики. 

Для расчета интегралов удобно использо-
вать программную среду MathCad, позволяющую 

для них получить аналитические выражения. 
Проведено сравнение точных решений за-

дачи течения в призматических каналах с прибли-
женными, использующими понятие эквивалент-

ного диаметра. Установлены границы применимо-

сти отмеченного приближенного подхода в рас-
смотренных случаях ламинарного течения ньюто-

новской жидкости. 
Полученные результаты полезны для неко-

торых других физических явлений, имеющих сов-
падающее (с точностью до обозначений) математи-

ческое описание. Например, это кручение стерж-
ней, движение идеальной жидкости во вращаю-

щихся с постоянной угловой скоростью каналов и др. 
Показано, что с погрешностью менее 5% 

для эллиптического канала можно использовать 
понятия эквивалентного диаметра, когда эксцен-

триситет эллипса не превышает 0,78. Для прямо-
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угольного в поперечном сечении канала из графи-

ков рис. 4 вытекает весьма ограниченная область 
пригодности расчета, опирающегося на понятие 

эквивалентного диаметра. 
Авторы заявляют об отсутствии кон-

фликта интересов, требующего раскрытия в дан-
ной статье. 

The authors declare the absence a conflict of 

interest warranting disclosure in this article. 

УСЛОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

A, A1, A2, A3  постоянные параметры в форму-

лах(24) и (27); 

a и b  полуоси эллипса или полустороны прямо-

угольника; 

dэ  эквивалентный диаметр сечения канала, м; 

E(ε)  полный эллиптический интеграл второго рода; 

F  гипергеометрическая функция; 

f(κ)  функция, определенная в таблице; 

I  функционал ( ); 

P – смоченный периметр, м; 

Qt  расход жидкости в канале формы равносторон-

него треугольника; 

Qпр  расход жидкости в канале формы равносто-

роннего треугольника, рассчитанный при помощи 

эквивалентного диаметра; 

Qk  расход для варианта k; 

q(ε)  определяемый соотношением (16); 

Re  число Рейнольдса; 

r0  гидравлический радиус; 

S  площадь эллипса (поперечного сечения ка-

нала), м2; 

t  переменная интегрирования в формуле (4); 

U  максимальная скорость в канале формы эллипса; 

Wср  средняя скорость; 

w – профиль скорости в эллиптическом канале; 

z – комплексное перемещенное, 

α, β, γ, – параметры гипергеометрической функции; 

Δp/L  перепад давления на единицу длины; 

ε  безразмерный параметр (эксцентриситет); 

κ = a/b – параметр прямоугольного канала; 

λ  коэффициент сопротивления (трения); 

μ – коэффициент динамической вязкости, Пас.
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