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В работе на основе разностной формулировки закона теплопроводности Фурье 

предложена одномерная математическая модель теплопроводности в цилиндре при 

наличии конвективного теплообмена с внешней газовой средой. Для предложенной модели 

выполнена параметрическая идентификация на основе использования известных данных 

и эмпирических закономерностей для материальных констант процесса. Использованные 

данные позволили адаптировать математическую модель для описания процесса тепло-

вой обработки частиц гранулированного топлива. Проверка работоспособности предло-

женной таким образом физико-математической модели была выполнена путем сопо-

ставления получаемых расчетных прогнозов с данными натурного эксперимента. Для 

натурного эксперимента частицы топлива были приготовлены таким образом, что в 

двух точках внутри каждой из них были размещены спаи термопар. Наличие спаев тер-

мопар непосредственно внутри частиц позволило фиксировать локальные значения тем-

ператур материала в процессе его тепловой обработки. Частицы с термопарами были 

размещены в аппарате с активным гидродинамическим режимом газового теплоноси-

теля. Таким образом, в ходе расчетно-экспериментального исследования были получены 

кинетические характеристики нагрева термически массивных тел цилиндрической 

формы при трех различных гидродинамических режимах. Расчетные прогнозы и экспери-

ментальные данные находятся в хорошем для инженерных расчетов соответствии, что 

свидетельствует о достаточной прогностической эффективности предложенной фи-

зико-математической модели и дает возможность рассматривать ее в качестве досто-

верной основы для построения компьютерных методов расчета процессов теплопере-

носа. Предложенная математическая модель может служить также элементом для 

сборки более сложных дискретных моделей процессов тепломассообмена в одиночной ча-

стице и/или моделей функционирования технологической аппаратуры для тепловой об-

работки сыпучих сред. 

Ключевые слова: теплопроводность, теплоотдача, кинетика, численное моделирование, явная 

разностная схема 
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The paper proposes a one-dimensional mathematical model of thermal conductivity in a 

cylinder under conditions of convective heat exchange with an external gas medium based on the 

difference formulation of Fourier's law of thermal conductivity. Parametric identification was per-

formed for the proposed model based on the use of known data and empirical regularities for the 

material constants of the process. The mentioned data made it possible to adapt a mathematical 

model to describe the process of heat treatment of granular fuel particles. The verification of the 

operability of the physical and mathematical model proposed in this way was performed by com-

paring the calculated forecasts obtained with the data of a full-scale experiment. For a full-scale 

experiment fuel particles were prepared in such a way that thermocouple junctions were placed at 

two points inside each of them. The presence of thermocouple junctions directly inside the particles 

made it possible to fix local temperature values of the material during its heat treatment. Particles 

with thermocouples were placed in the apparatus with the active hydrodynamic regime of a heating 

gas medium. Thus, during the computational and experimental study, kinetic characteristics of 

heating thermally massive cylindrical bodies were obtained under three different hydrodynamic 

regimes. The calculated forecasts and experimental data are in good agreement for engineering 

calculations, which indicates sufficient predictive effectiveness of the proposed physical and math-

ematical model and makes it possible to consider it as a reliable basis for constructing computer 

methods for calculating heat transfer processes. The proposed mathematical model can also serve 

as an element for assembling more complex discrete models of heat and mass transfer processes 

in a single particle and/or models of the functioning of technological equipment for heat treat-

ment of bulk media. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Теплообмен между газовым потоком и 
слоем частиц является ответственным и энергоем-
ким этапом многих технологий промышленного 
производства (сушки, физико-химических превра-
щений и др.) [1-7]. При этом могут быть выбраны 
различные формы организации контакта между 
слоем и потоком газа. Достаточно часто газовый 
поток фильтруется сквозь пустоты между непо-
движными частицами [3-4]. Широко распростра-
нен как технологический прием перевод сыпучей 
среды в легкоподвижное псевдоожиженное состо-
яние с активным перемешиванием частиц за счет 
энергии, сообщаемой им восходящим потоком 
жидкости или газа [5-6]. В ряде случаев подвиж-
ность частиц и их перемешивание обеспечивается 
за счет механического побуждения (виброожижен-
ный слой) на фоне фильтрации газового агента 
между частицами [7-8].  

В настоящей работе авторы не ставят перед 
собой задачи всестороннего анализа возможных 
способов организации межфазного контакта газ-
частицы. Отмеченные организационные формы 
контактирования, на наш взгляд, позволяют очер-
тить принципиальные варианты, которые, как 
видно, характеризуются подвижностью или непо-
движностью частиц, а также способом приведения 
частиц в движение (за счет газа или механически). 
Вместе с тем, например, при ожижении слоя ча-
стиц газом в зависимости от конструктивного 
оформления процесса могут наблюдаться доста-
точно специфические режимы как в отношении ха-
рактера движения частиц, так и в отношении пара-
метров теплообмена (фонтанирование [9], цирку-
ляция [10] и др.). 

Для рациональной организации технологи-
ческих процессов, в основе которых лежит меж-
фазный теплообмен, требуются надежные методы 
кинетического расчета. Важными задачами, реше-
ние которых при этом необходимо для описания 
кинетики и динамики процесса переноса теплоты в 
целом, являются задачи моделирования и расчета 
внутреннего и внешнего теплообмена [1-6]. Иногда 
исследователи ограничиваются решением только 
внешней задачи, полагая, что частицы материала 
можно рассмотреть в качестве термически тонких 
тел [10-11]. Однако в ряде случаев эволюция полей 
температуры в одиночной частице является крити-
чески важной характеристикой с точки зрения по-
строения прогностически эффективной модели 
функционирования технологического оборудова-
ния [12-13]. 

Необходимость решения задач внешнего 
тепломассообмена для промышленных технологий 

достаточно очевидна, а расчет внутреннего тепло-
массообмена необходим не всегда (часто процесс 
может быть описан с достаточной для инженерных 
расчетов точностью и без решения этой задачи 
[11]). Тем не менее, принятие допущения о возмож-
ности исключения из расчета факторов внутрен-
него теплообмена требует обоснования с учетом 
термических, тепломассообменных, структурно-
механических и других характеристик. При рас-
смотрении задач теплопроводности (без массооб-
мена) необходимо принять во внимание разность 
значений температур на межфазной границе между 
теплоносителем и частицей и в глубине нагревае-
мого тела (отношение внутреннего и внешнего тер-
мических сопротивлений), для этого используется 
тепловой критерий Био (Bi) [14]. 

В задачах сопряженного тепломассообмена 
также широко используют классификации дис-
персных материалов как объектов сушки, предло-
женные различными авторами и обобщенные на 
уровне известных монографий [1, 14-17]. В контек-
сте данной работы представляется необходимым 
отметить, что наиболее информативной является 
классификация дисперсных материалов с учетом 
величины диффузионного критерия Био (Bid), зна-
чение которого определяет тип технологической 
задачи (до Bid ≤ 0,1 – внешняя задача, до Bid = 20 – 
смешанная задача, Bid >20 – внутренняя задача 
массообмена) [18]. Однако, несмотря на наличие 
приведенных рекомендаций, их использование на 
практике не приводит к однозначным результатам, 
так как при оценке значений чисел Bid и Bi прихо-
дится исходить из того, что достоверно известны 
материальные константы процессов. Вместе с тем, 
например, коэффициенты теплоотдачи от поверх-
ности тела к окружающей среде, теплопроводно-
сти, диффузии и другие параметры редко точно из-
вестны заранее, а кроме того часто являются не-
стационарными в химико-технологических про-
цессах. В этой связи актуальными представляются 
задачи построения простых, но информативных 
моделей поведения ансамблей термически тонких 
частиц в технологической аппаратуре [10-11], а 
также построение доступных в инженерной прак-
тике моделей тепломассообменных процессов в 
одиночных частицах различной геометрии 
[13,19], в основу которых положена единая мето-
дология описания.    

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

Теоретические основы физико-математи-
ческого моделирования 

Для расчета величины числа Био можно ис-
пользовать соотношение вида [14]: 

d
Bi   


,   (1) 
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где α – коэффициент теплоотдачи, Вт/(м2∙К); d – ха-

рактерный размер частицы, м; λ – коэффициент 

теплопроводности материала частицы, Вт/(м∙К). 

Для построения математической модели 

переноса теплоты внутри цилиндрической частицы 

предложена явная разностная схема, проиллюстри-

рованная рис. 1. Частица представлена как ци-

линдр, состоящий из счетного числа n цилиндриче-

ских слоев толщиной Δr каждый. Любой отдель-

ный слой рассматривается как объект с идеальным 

равномерным распределением свойств. Соседние 

цилиндрические слои могут обмениваться порци-

ями теплоты, при этом обмен происходит через со-

ответствующие цилиндрические поверхности (ну-

мерация которых на рис. 1 не показана, но номер 

внешней цилиндрической поверхности совпадает с 

номером ячейки).  

Изменение распределения температуры по 

радиусу частицы определяется на основе разност-

ной аппроксимации процессов нестационарной 

теплопроводности. Количества теплоты, содержа-

щиеся в отдельных слоях, организованы в вектор-

столбец теплового состояния материала Q = {Qi}, 

который имеет размерность n × 1. 

  

 
Рис. 1. Расчетная схема моделирования радиального переноса 

теплоты в цилиндрической частице 

Fig. 1. The calculation scheme of the model of radial heat transfer 

in a cylindrical particle 

 

Эволюция вектора состояний наблюдается 

в дискретные моменты времени tk = (k  1)Δt, где 

Δt – продолжительность временного перехода, k – 

номер временного перехода (целочисленный ана-

лог времени). Эволюция состояния рассчитывается 

на основе рекуррентных матричных процедур. При 

рассмотрении теплового баланса в i-й ячейке учи-

тывается, что она граничит с соседними ячейками 

с номерами (i + 1) и (i  1), которые могут обмени-

ваться с ней порциям теплоты qi  1 и qi + 1 

 
k k

k k i i 1
i 1 i i 1

(T T )
q = 2 r L t
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 для i 2,n;  (2) 
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i 1 i i

(T T )
q = 2 r L t

r




 
     

 

 для i 1,n 1,   (3) 

где Ti – элемент вектора температур Т = {Ti} мате-

риала в ячейках, который имеет размерность n × 1; 

L – высота цилиндрического слоя.  

Множители в квадратных скобках в правой 

части уравнений (2)-(3) представляют собой линей-

ные плотности теплового потока. Таким образом, 

внутренняя задача переноса теплоты в частице 

описывается обычным образом [14-17] исходя из 

разностных формулировок законов теплопровод-

ности Фурье (в одномерной постановке задачи). 

При этом слагаемые в круглых скобках позволяют 

учесть зависящую от радиуса поверхность пере-

носа (форму домена).  

Значение теплопроводности материала гра-

нулы (0,051 Вт/м·К) было получено, исходя из со-

става гранулы (10% дисперсной древесины и 90% 

торфа) и допущения, что вклад в общее значение 

теплопроводности пропорционален доле компо-

нента (правило аддитивности): 

1 1 2 2x x      ,   (4) 

где λ
1
 и x

1
 – теплопроводность и массовая доля 

древесины (теплопроводность принята равной 

0,07 Вт/(м·К) [20]); λ
2
 и x

2
 – теплопроводность и 

массовая доля торфа (теплопроводность принята 

равной 0,049 Вт/(м·К) [20]). 

Эволюция распределений теплоты (описы-

ваемая вектором Q) рассчитывается по следующим 

рекуррентным соотношениям: 
1

1 1=

  k k k k

i i i iQ Q q q  для 2,( 1);i n    (5) 
1

1=

k k k

i i iQ Q q  для i = 1;  (6) 
1

1=

 k k k k

i i i sQ Q q q  для ,i n  (7) 

где k

sq – количества теплоты, получаемые или от-

даваемые частицей в результате межфазного теп-

лообмена через наружную поверхность на k-м ре-

куррентном шаге.   

Интенсивность внешнего теплообмена ча-

стицы с потоком сушильного агента в общем слу-

чае зависит от характера распределений полей тем-

ператур этого потока в пространстве аппарата, для 

описания которых необходимы специальные мо-

дели [10-11]. Однако в данной работе рассматрива-

ется упрощенная ситуация, когда в аппарате нахо-

дится одиночная частица, а свойства сушильного 

агента могут считаться постоянными. Для оценки 
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определяющих критериев (постоянных при ис-

пользовании данного допущения) используются 

следующие соотношения [21]:  
0,25

0,38 Pr
Re Pr

Pr

y

w

Nu C
 

    
 

,     (8) 

где Nu – числа Нуссельта; Re – число Рейнольдса; 

Pr – число Прандтля, Prw – критерий Прандтля, в 

котором кинематическая вязкость и температуро-

проводность берутся при температуре стенки 

трубы или цилиндра, а не при температуре потока. 

Эмпирические параметры C и y принимаются в за-

висимости из режима течения: C = 0,50 и y = 0,50 

при 5 < Re < 1000; C = 0,25 и y = 0,60 при 1000 <  

< Re < 200000; C = 0,023 и y = 0,80 при 30000 < Re < 

< 2000000 [21]. 

Искомый коэффициент теплообмена α рас-

считывается как [14]:  

α = Nu∙λ/(2∙rn).    (9) 

Таким образом,  

 k k

s n s n

t
q (T T ) 2 r L

dr


     .  (10) 

Соотношения (8)-(10) позволяют выпол-

нить замыкание системы уравнений (5)-(7), описы-

вающей тепловой баланс в частице с учетом внут-

реннего теплопереноса и межфазного обмена теп-

лотой с внешней средой, свойства которой полага-

ются постоянными. 

Следует обратить внимание на ряд допуще-

ний, сделанных при построении дискретной мате-

матической модели теплопроводности в цилиндре. 

Аналитические решения задач теплопроводности 

при различных граничных условиях удается полу-

чить для некоторых геометрических форм и их 

комбинаций. В частности, аналитическое решение 

для цилиндра конечных размеров, помещенного в 

среду с постоянной температурой, получают из 

анализа полей температур для неограниченных 

пластин и цилиндра, находящихся в аналогичных 

условиях [22]. Несмотря на строгость полученного 

таким образом решения, его применимость в инже-

нерной практике остается в значительной мере 

ограниченной. Дело в том, что взаимодействие 

тела с набегающим потоком явно характеризуется 

наличием сложной гидродинамической ситуации, 

связанной с турбулентностью и отрывом погранич-

ного слоя [21]. В таких условиях задача не является 

осесимметричной, а это одно из базовых допуще-

ний при построении аналитического решения [22]. 

Таким образом, аналитическое решение (которое 

достаточно громоздко), может быть использовано 

в качестве первоосновы построения моделей пере-

носа теплоты в химико-технологической аппара-

туре, однако, не является гарантией точности при 

описании процессов теплопроводности и поэтому, 

на наш взгляд, может быть заменено более про-

стыми математическими моделями. В данном слу-

чае, поскольку условия теплообмена считаются 

одинаковыми для всей поверхности тела (исполь-

зуется некоторый эффективный коэффициент теп-

лообмена), то исходя из компромисса между вы-

числительной сложностью и приемлемой точно-

стью, выбор был сделан в пользу одномерной по-

становки задачи.  

Процедуры и методы экспериментального 

исследования 

Для проверки адекватности модели были 

выполнены натурные эксперименты в аппарате с 

диаметром 100 мм. Исследуемый материал – ци-

линдрические частицы гранулированного топлива 

с высотой h = 14 мм и диаметром d = 14 мм. Схема 

лабораторной установки для проведения экспери-

мента показана на рис. 2а (сушка гранул после их 

формования, необходимая для обеспечения доста-

точной прочности, также производилась в этой 

установке), фотография сформованных и высушен-

ных гранул композитного топлива представлена на 

рис. 2б. 
Частицы топлива формуются при помощи 

экструдера, на выходе из которого представляют 
собой пластичную массу, в которую можно вста-
вить спай термопары. После предварительной 
сушки процесс формирования гранул считается за-
вершенным, а термопары надежно размещены 
внутри частиц (прочность частиц составляла по-
рядка 3-3,5 МПа). Полученные таким образом ча-
стицы с закрепленными в них термопарами охла-
ждались до комнатной температуры и служили ис-
ходным тестовым материалом для опытов. Опыт 
включал в себя следующие действия. Внутри аппа-
рата был смонтирован вертикальный штатив с фик-
сируемой горизонтальной штангой, на которой 
могли быть закреплены частицы исследуемого ма-
териала (в каждом опыте 2 частицы с термопарами 
размещались внутри аппарата). Температура газо-
вого агента измерялась под газораспределитель-
ным устройством аппарата и в непосредственной 
близости от закрепленных частиц (измерения про-
водились многоканальным цифровым устройством 
измерения температуры). Аппарат выводился на 
стационарный режим работы, о достижении кото-
рого свидетельствовало расхождение между тем-
пературой воздуха на входе и выходе порядка 1 °С. 
Температура теплового агента на входе в аппарат 
составляла 80 °С. 
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Рис. 2. а – схема лабораторной установки для нагрева частиц: 

1 – воздуходувка РГН-427; 2 – электро-калорифер; 3 – рота-

метр; 4 – устройство измерения температуры восьмиканаль-

ное УКТ38-Щ4; 5 – корпус аппарата; 6 – штанга для фикса-

ции положения термопар и частиц; б – фотография гранул 

композитного топлива 

Fig. 2. a – diagram of a laboratory setup for heating particles: 1 – blower 

RGN-427; 2 – electric heater; 3 – rotameter; 4 – eight-channel tempera-

ture measuring device UKT38-Sch4; 5 – apparatus vessel; 6 – rod for 

fixing the position of thermocouples and particles; б – photo of compo-

site fuel granules 

 

После выхода оборудования на стационар-

ный режим работы в аппарате размещался штатив 

с укрепленными на нем частицами с термопарами. 

В ходе эксперимента фиксировалась эволюция 

поля температур внутри частицы. В рамках экспе-

римента все частицы считались эквивалентными – 

имели одинаковые размеры и содержали внутри по 

две термопары (спай первой термопары был распо-

ложен в геометрическом центре частицы, спай вто-

рой термопары был смещен от центра в радиаль-

ном направлении примерно на 2/3 радиуса). В ходе 

численных экспериментов были приняты следую-

щие параметры дискретизации процесса: ∆r = rn/10 м 

и ∆t = 0,05 с. 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

На рис. 3а показана схема расположения 

термопар в процессе тепловой обработки тесто-

вых частиц.  

 
а 

 
б 

Рис.3. а – схема расположения термопар в частицах; б – рас-

четные (линии) и экспериментальные (маркеры) значения 

температур материала: линия 1 и □ – на расстоянии, равном 

2/3 радиуса от центра частицы; линия 2 и о – в центральной 

части частицы при расходной скорости газа 1,3 м/с 

Fig.3. a – a scheme of the location of thermocouples in particles; 

b – calculated (lines) and experimental (markers) material temper-

ature values: line 1 and □ – at a distance equal to 2/3 of the radius 

from the center of the particle; line 2 and o – in the central part of 

the particle at a gas flow velocity of 1.3 m/s 

 

На рис. 3б и рис. 4 представлены резуль-

таты сравнения экспериментальных и расчетных 

данных, характеризующих изменение во времени 

локальных значений температур в частицах.  

Скорость нагрева регулировалась измене-

нием расхода теплоносителя (варьированием ре-

жима движения газа). Для исследованных гидроди-

намических режимов расходная скорость воздуха 

составляла w1 = 1,3; w2 = 1,7 и w3 = 2,1 м/c. Значения 

чисел Био составили для указанных условий Bi1 = 5,6; 

Bi2 = 7,2 и Bi3 = 8,3 соответственно. Полученные ре-

зультаты показывают, что прогрев частиц происхо-

дит в значительной мере неравномерным образом, 

хотя расстояние между термопарами составляет 

4-5 мм. 
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Fig. 4. Расчетные (линии) и экспериментальные (маркеры) значения температур материала: линия 1 и □ – на расстоянии, рав-

ном 2/3 радиуса от центра частицы; линия 2 и о – в центральной части ча-стицы: а – при расходной скорости газа 1,7 м/с; б – при рас-

ходной скорости газа 2,1 м/с 

Рис.4.  Calculated (lines) and experimental (markers) values of material temperatures: line 1 and □ – at a distance equal to 2/3 of the 

radius from the center of the particle; line 2 and o – in the central part of the particle: a - at a gas flow velocity of 1.7 m/s; б – at a gas 

flow velocity of 2.1 m/s 

 

ВЫВОДЫ 

В ходе расчетно-экспериментального ис-

следования были получены кинетические характе-

ристики нагрева тел цилиндрической формы при 

трех различных гидродинамических режимах. 

Необходимо отметить, что значения чисел Био для 

указанных тестовых частиц и режимов их тепловой 

обработки вполне однозначно позволяли отнести 

частицы к термически массивным телам. Получен-

ные в ходе исследования расчетные и эксперимен-

тальные данные отчетливо указали на неоднород-

ный характер прогрева материала, что необходимо 

учитывать при расчете технологических парамет-

ров обработки подобных материалов в аппаратах 

различного назначения. Расчетные прогнозы и экс-

периментальные данные находятся в хорошем для 

инженерных расчетов соответствии, что свидетель-

ствует о достаточной прогностической эффективно-

сти предложенной физико-математической модели 

и дает возможность рассматривать ее в качестве до-

стоверной основы для построения компьютерных 

методов расчета процессов теплопереноса. 
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