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Показано, что разработанная ранее на основе дискретных моделей уравнения 
Больцмана модель совместного измельчения смеси разнородных материалов не учитывает 
возможную классификацию частиц компонентов по плотности и крупности, а также ра-
боту технологического оборудования в замкнутом цикле измельчения. Обоснована актуаль-
ность решения задачи повышения эффективности разделения компонентов смеси на основе 
анализа процессов их переработки в замкнутом цикле измельчения. Теоретические исследо-
вания проведены с использованием дискретных моделей уравнения Больцмана и методов их 
решения применительно к технологиям переработки смеси разнородных компонентов. Для 
выполнения экспериментальных исследований разработана специальная программа проведе-
ния замеров и обработки опытных данных, полученных на лабораторной струйной мельнице 
кипящего слоя и лабораторной мельнице ударного разрушения. В ходе расчетно-эксперимен-
тальных исследований предложена и протестирована модель классификации разнородных 
компонентов и представлен алгоритм ее включения в общую модель замкнутого цикла из-
мельчения. Проведены расчетные исследования для оценки чувствительности модели к воз-
мущениям по входным параметрам, определены направления повышения эффективности 
выделения целевого компонента в замкнутом цикле с мельницей кипящего слоя. Разработан-
ная модель замкнутого цикла измельчения разнородных компонентов с приемлемой для ин-
женерных расчетов точностью может использоваться на практике для оценки возможного 
обогащения смеси разнородных компонентов и определения оптимальных технологических 
условий для их разделения с учетом ограничений по допустимому загрязнению целевого про-
дукта. Намечены пути и показан порядок выбора параметров процессов измельчения и клас-
сификации для эффективного разделения компонентов смеси. 

Ключевые слова: смесь, разнородные компоненты, дисперсный материал, разделение, измель-
чение, классификация, замкнутый цикл измельчения, модель, кривая разделения 
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It is shown that the developed earlier model of joint grinding of dissimilar particulate solids 
based on the discrete models of the Boltzmann equation does not take into account the possible size 
and density classification of particles and the operating of technological equipment in a closed 
milling circuit. It is substantiated that the problem of improving the efficiency of separation of 
mixture components, based on the analysis of their treatment in a closed milling circuit is an actual 
problem in the field. Theoretical investigations were based on the discrete models of the Boltzmann 
equation and the methods of their solution related to the technology of treatment of dissimilar com-
ponents mixture. A special program for measurements and experimental data treatment obtained 
at the laboratory fluidized bed jet mill and the impact mill was developed for the experimental in-
vestigations. In the course of computational and experimental study a mathematical model of clas-
sification of dissimilar components was proposed and tested as well as the algorithm of its imple-
mentation into the general model of a closed milling circuit. The computational investigations were 
carried out to estimate the model sensitivity to the input parameters disturbance.  The directions of 
improving the efficiency of the objective component separation in the closed milling circuit with 
the fluidized bed jet mill are found. The developed model the closed milling circuit for grinding 
dissimilar particulate solids can be used in engineering practice with acceptable accuracy. It can 
be used to estimate the possible enrichment of particulate solids mixtures and to define the optimal 
technological conditions of their separation with taking into account the limitations on the objective 
product impurity. The paths are outlined and the order of selection of the parameters of the grind-
ing processes and the classification for effective separation of the components of the mixture are 
shown. 

Key words: mixture, dissimilar components, particulate solids, separation, grinding, classification, 
closed milling circuit, model, grade efficiency curve 
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ВВЕДЕНИЕ 

На основе дискретных моделей уравнения 

Больцмана нами ранее [1-7] предложен ряд моде-

лей технологических процессов, в том числе мо-

дель совместного измельчения смеси разнородных 

компонентов, с использованием которой была вы-

полнена оценка эффективности разделения компо-

нентов за счет селективного (избирательного) из-

мельчения [5-7]. В этих работах при оценке эффек-

тивности разделения компонентов были приняты 

следующие упрощения и допущения: классифика-

ция частиц по крупности осуществляется идеально 

[8], классификация компонентов по плотности не 

учитывается, работа технологического оборудова-

ния в замкнутом цикле измельчения [9-12] не рас-

сматривается. Очевидно, что перечисленные допу-

щения могут приводить к существенному искаже-

нию реальных показателей эффективности разде-

ления. Разработка модели, учитывающей указан-

ные факторы при эксплуатации мельницы в за-

мкнутом цикле измельчения, является актуальной 

задачей научных исследований. 

Целью данного исследования является по-

вышение эффективности разделения смеси разно-

родных компонентов на основе моделирования и 

расчета замкнутого цикла измельчения. 

Для достижения поставленной цели после-

довательно решаются следующие задачи: 

–разработка математического описания 

процесса классификации смеси разнородных ком-

понентов, частицы которых могут отличаться как 

по крупности, так и плотности; 

– инкорпорирование разработанной модели 

классификации в общую модель замкнутого цикла 

измельчения со струйной мельницей кипящего 

слоя [13-16];  

– определение технологических условий, 

обеспечивающих повышение эффективности про-

цесса выделения целевого продукта из смеси. 

Объектом исследования являются про-

цессы совместного измельчения и классификации 

смеси разнородных компонентов, предметом ис-

следования – математические модели классифика-

ции и измельчения разнородных компонентов для 

оборудования, работающего в замкнутом цикле из-

мельчения. Идея избирательного измельчения смеси 

разнородных компонентов [5-7, 17] заключается в 
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определении таких условий, при которых реализу-

ется преимущественное измельчение менее проч-

ного компонента. Такое измельчение приводит к 

переходу этого компонента преимущественно в 

мелкие фракции. Последующая классификация по 

крупности продуктов измельчения позволяет обо-

гащать мелкий продукт разделения менее прочным 

компонентом. Одним из эффективных подходов 

определения технологических условий, при кото-

рых возможно получение максимального количе-

ства целевого продукта при заданном его качестве, 

является моделирование, расчет и оптимизация 

указанных процессов. 

На рис. 1 представлена исследуемая уста-

новка со струйной мельницей кипящего слоя [13-16], 

в которой одновременно реализуются процессы из-

мельчения и классификации компонентов. Исход-

ный материал и воздух подаются в размольную ка-

меру 1. Режимы подачи воздуха и материала обес-

печивают пребывание частиц в размольной камере 

в псевдоожиженном состоянии. Измельчение мате-

риала происходит преимущественно за счет исти-

рания частиц при их столкновении между собой и 

со стенками аппарата. Измельченные частицы вы-

носятся потоком воздуха в гравитационную сту-

пень классификатора 2, где происходит их предва-

рительная сортировка по размеру и плотности. 

Крупные зерна после классификации возвраща-

ются в размольную камеру, а мелкие частицы вы-

носятся воздухом в центробежную ступень класси-

фикатора 3. Мелкие частицы после центробежной 

ступени покидают аппарат, а крупные зерна в зави-

симости от целей организации процесса могут воз-

вращаться на повторное измельчение в размоль-

ную камеру 1 или выводиться из системы. Для эф-

фективной организации совмещенных процессов, 

протекающих в установке, необходимо учитывать 

влияние кинетики одного процесса на кинетику 

других процессов, что обусловливает необходи-

мость их совместного моделирования, расчета и 

оптимизации.  

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 

Теоретическое описание измельчения 

смеси разнородных компонентов, построенное с 

использованием дискретных моделей уравнения 

Больцмана, разработано нами ранее [5-7]. Основ-

ные положения и расчетные соотношения данного 

подхода, необходимые для дальнейшего построе-

ния модели замкнутого цикла измельчения, приво-

дятся ниже.  

На основе анализа конструкции установки 

(рис. 1а) и схемы материальных потоков в ней (рис. 1б) 

предложена структура расчетного пространства, 

изображенная на рис. 1в. Ячейки расчетного про-

странства, которые относятся к размольной камере 

и центробежному классификатору, обособлены на 

этом рисунке с указанием связей между этими 

ячейками с помощью стрелок.  
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Рис. 1. Фотография (а), расчетная схема потоков (б) и расчетное 

пространство (в) установки измельчения со струйной мельнице 

кипящего слоя: 1 – размольная камера; 2 – гравитационная сту-

пень классификации; 3 – центробежная ступень классификации; В 

– подача воздуха, П – подача исходного порошка, М – выход мел-

кого продукта разделения  

Fig. 1. Photo of the lab scale fluidized bed jet mill (a), the particle flows 

diagram (б), and the computational phase space (в): 1 – grinding cham-

ber, 2 – gravity stage of classification, centrifugal stage of classification; 

B – air feed, П – raw mixture feed, M – output of the fine product of 

classification  
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В качестве определяющих координат в рас-
четном пространстве выбраны размер частиц δ, 
скорость движения частиц v и высота положения 
частиц в слое x. При построении модели измельче-
ния для смеси разнородных компонентов искомая 
плотность распределения вещества по ячейкам рас-
четного пространства f  согласно рис. 1 в опреде-
ляется раздельно для каждого компонента. Исполь-
зование при моделировании двух трехмерных рас-
четных пространств, своего для каждого компо-
нента, означает по существу введение в расчетное 
пространство четвертой координаты, вдоль кото-
рой откладывается номер компонента смеси. 
Между компонентами смеси в рамках модельного 
описания разрешается обмен энергией, но запре-
щается обмен веществом [6]. При проведении вы-
числений  многомерное расчетное пространство 
преобразуется в одномерную цепь ячеек [5, 6], ис-
комая плотность распределения вещества по ячей-
кам представляется одномерным вектором 

i{f }f , 

где индекс i показывает номер элемента в одномер-
ной цепи. Указывая для каждой ячейки адреса 
ячеек, в которые возможен переход, и вероятности 
этих переходов pij эволюция состояния системы во 
времени описывается  выражением [5] 

i

kk 1

ij j

j

f p f  ,
    

   (1)
 

где k – номер шага по времени.  
Для проведения вычислительных экспери-

ментов согласно (1) необходимо определить веро-
ятности перехода вещества между ячейками вы-
бранного расчетного пространства при расчете 
процессов измельчения и классификации. Мето-
дика определения вероятностей переходов между 
ячейками pij при измельчении компонентов смеси 
подробно представлена в работах [5-7]. 

Для описания процесса классификации в 
рамках единой методологии (1) требуется опреде-
лить аналогичные вероятности переходов и адреса 
этих переходов с учетом размера и плотности ча-
стиц каждого компонента. Для определения ука-
занных вероятностей воспользуемся традиционной 
моделью классификации в виде кривой разделения 
классификатора [8], которую в англоязычной лите-
ратуре называют также кривой Тромпа [8]. Указан-
ная кривая разделения представляется в виде зави-
симости вероятности попадания частиц в тонкий 
продукт от их размера. Для исследуемых условий 
реализации процесса классификации предлагается 
использовать соотношение, которое хорошо себя 
зарекомендовало при описании подобных про-
цессов [3]: 

sk

0

1
( )

1

  
 

  
 

,

         

(2)

 

где δ0 – граничный размер разделения [8], ks – па-
раметр эффективности разделения. Для учета вли-
яния плотности компонентов смеси на процесс 
классификации предполагается, что параметры 
кривой разделения (2) свои для каждого компо-
нента. При этом эффективность разделения ks, ко-
торая зависит в основном от режима работы и кон-
струкции аппарата [3], выбирается одинаковой для 
обоих компонентов. Соотношение граничных раз-
меров разделения компонентов, которые зависят от 
плотности материала, выбирается согласно следу-
ющему выражению [8]: 

1

n 1
02 1

01 2

  
  

  
,         (3) 

где ρ – плотность компонента, δ0 – граничный раз-
мер разделения компонента, индексы 1 и 2 показы-
вают номер компонента; n – параметр, значение ко-
торого зависит от вида закона сопротивления: n = 0 – 
закон Стокса; 0,5 – закон Аллена; 1 – закон Нью-
тона [8]. Вид кривых разделения (2) для различной 
плотности компонентов (3) показан на рис. 2.  
 

 (δ) 

 δ,мм 

 1 

 2 

 
Рис. 2. Вид кривой разделения классификатора для первого 
(1) и второго (2) компонентов, имеющих разные плотности: 

ρ1 = 1600; ρ2 = 2700 кг/м3; ks = 1; δ01 = 0,071 мм 
Fig. 2. The form of the grade efficiency curve for the components 
(1) and (2) having different density: ρ1 = 1600; ρ2 = 2700 kg/m3; 

ks = 1; δ01 = 0.071 mm 

 
Вероятности перехода частиц в мелкий 

продукт классификации φ(δ) согласно (2)–(3) поз-
воляют определить для частиц каждого компо-
нента вероятности переходов между ячейками фа-
зового пространства pij в уравнении (1) при описа-
нии процесса классификации. 

Для создания модели замкнутого цикла из-
мельчения в рамках подхода (1) на основании вида 
расчетного пространства рис. 1в определяются ад-
реса переходов для мелкого и крупного продуктов 
разделения классификатора. Таким образом, пред-
ложенный подход (1), дополненный значениями 
вероятностей переходов между ячейками (2) и 
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структурой потоков в цикле согласно рис. 1, опи-
сывает для смеси компонентов процесс измельче-
ния и классификации по крупности и плотности 
для оборудования, работающего в замкнутом 
цикле измельчения. 

МЕТОДИКА ПРОВЕДЕНИЯ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО 
ЭКСПЕРИМЕНТА 

Для апробации и верификации предложен-
ного математического описания процессов измель-
чения и классификации в замкнутом цикле прове-
дено специальное расчетное исследование. Целью 
численных экспериментов была оценка чувстви-
тельности модели к возмущениям по входным па-
раметрам и анализ эффективности разделения ком-
понентов смеси при разных условиях функциони-
рования технологического оборудования. 

В качестве исследуемых компонентов для 
проведения вычислительного эксперимента вы-
браны сахарный песок (компонент 1) и кварцевый 
песок (компонент 2), плотности которых состав-
ляют ρ1 = 1600 и ρ2 = 2700 кг/м3 соответственно. От-
носительная прочность компонентов по результа-
там предварительных экспериментальных иссле-
дований [6] принимались равной: CR2/CR1 = 3,33; 
где CR – коэффициент в законе Риттенгера [9]. При 
обработке экспериментальных результатов опреде-
лялись не абсолютные, а относительные значения 
показателя измельчаемости материалов. Это свя-
зано с тем, что для определения абсолютного зна-
чения этих показателей необходимо знать долю 
подведенной энергии, которая идет на собственно 
измельчение. Другими словами, нужно знать коэф-
фициент полезного действия установки, значение 
которого для разных измельчителей существенно 
различаются [18-20]. Размер расчетного простран-
ства для каждого компонента составлял n1×m1×k1 
ячеек, где n1 = 12 – число ячеек вдоль координаты 
δ, m1 = 10 – число ячеек вдоль координаты v, k1 = 8 
– число ячеек вдоль координаты x. Расчеты выпол-
нялись для мельницы, работающей в периодиче-
ском режиме: в начальный момент времени в раз-
мольную камеру загружалась порция смеси с из-
вестным составом компонентов. Расчет выпол-
нялся согласно (1)-(3) в течение заданного вре-
мени. При проведении расчетов материал после 
второй ступени разделения в центробежном клас-
сификаторе выводился из установки в мелкий В3 и 
крупный В2 продукты разделения. В этих продук-
тах определялось содержание каждого компо-
нента. Для оценки качества разделения компонен-
тов использовался показатель эффективности раз-
деления компонентов и концентрация целевого 
(первого) компонента. Эффективность разделения 
компонентов рассчитывалась с помощью показа-
теля ε, значение которого при полном выделении 

ключевого компонента равно единице, а при отсут-
ствии разделения равно нулю:  

1 01 2 02B / B B / B   ,       (4) 

где ε – эффективность разделения компонентов 
смеси, B1, B2 – массопотоки компонентов на вы-
ходе из установки; B10, B20 – аналогичные вели-
чины на входе в установку. 

Загрузка размольной камеры мельницы, ра-
ботающей в периодическом режиме, варьирова-
лась в ходе расчетных исследований и составляла 
для первого компонента B01 = [0,4; 0,6; 0,8; 1,2; 1,6; 
3,2] кг, а для второго компонента для всех вариан-
тов расчета оставалась постоянной B02 = 0,8 кг. В 
результате расчетов определялись масса загрузки 
размольной камеры, выход мелкого и крупного 
продуктов разделения для каждого компонента, а 
по этим данным соответственно эффективность 
разделения ε и концентрация целевого (первого) 
компонента в этих продуктах. Для проведения ва-
риантных расчетных исследований разработан ал-
горитм и программа для его реализации в среде 
Матлаб [5]. 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Результаты расчетного анализа измельче-

ния и классификации смеси разнородных компо-

нентов в замкнутом цикле представлены на рис. 3-5. 

На рис. 3а показаны зависимости массопотоков 

тонкого продукта разделения центробежного клас-

сификатора от времени периодического процесса 

для первого и второго компонентов смеси. Расчет 

выполнен при начальной массовой загрузке в уста-

новку кварцевого песка 0,8 кг и сахарного песка 0,4 кг. 

Для первого компонента данная зависимость имеет 

два максимума, первый из которых обусловлен вы-

ходом уже имеющейся в исходной загрузке ме-

лочи, а второй – появлением продуктов разруше-

ния и их выносом из размольной камеры. Наиболее 

прочные и крупные частицы второго компонента 

начинают выводиться из установки по мере их раз-

рушения.  

На рис. 3б представлены результаты для 

этого же варианта расчетов по кинетике изменения 

массовой концентрации первого компонента (кри-

вая 1) и эффективность его разделения (кривая 2). Для 

оценки чистоты получаемого продукта и сравне-

ния ее с допустимым значением использовалась 

концентрация целевого (первого) компонента смеси, 

которая определялась как массовая доля компо-

нента в тонком продукте центробежной ступени 

классификатора. Согласно этим результатам можно 

определить время процесса, при котором продукт 

при заданном качестве нарабатывается с макси-

мальной производительностью. 
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Рис. 3. Массовый выход тонкого продукта разделения для 
первого (1) и второго (2) компонентов (а); зависимости кон-
центрации (1) и эффективность разделения (2) для первого 

(целевого) компонента от времени периодического процесса 
(б) 

Fig. 3. The yield of the fine product of classification for the com-
ponents (1) and (2) (a); the concentration (1) and purification de-
gree (2) for the first (objective) component versus the number of 

time steps of the periodic process (б) 
 

Исследование кинетики измельчения проч-
ного компонента при увеличении материальной за-
грузки менее прочного компонента представлено 
на рис. 4. Данные зависимости показывают влия-
ние исходной загрузки менее прочного компонента 
на его самоизмельчение и на измельчение более 
прочного компонента. Если при массе загрузки ме-
нее прочного компонента 0,4 кг прочный компо-
нент практически не измельчался (рис. 4а), то при 
увеличении загрузки менее прочного компонента 
до 0,6 кг происходит уже заметное измельчение и 
эвакуация из мельницы прочного компонента 
(рис. 4б). При массе загрузки 3,2 кг менее прочным 
компонентом происходит практически полное раз-
рушение и эвакуация из размольного пространства 
прочного компонента (рис. 4в). Загрузка установки 
более прочным компонентом оставалась постоян-
ной во всех расчетах и составила 0,8 кг. На рис. 5 

представлены сводные зависимости оставшейся в 
мельнице массы загрузки разных компонентов при 
изменении исходной загружаемой массы менее 
прочного компонента.  
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Рис. 4. Изменение загрузки размольной камеры сахаром (1) и 
кварцевым песком (2) от времени периодического процесса 

при различных начальных загрузках установки первым (целе-
вым) компонентом: а) – B01= 0,4; б) – 0,6; в) – 3,2 кг 

Fig. 4. The sugar (1) and quartz send (2) hold-up versus the number of 
time steps for the periodical process with different initial load of the mill 

with the first (target) component: а) – B01= 0.4; б) – 0.6; в) – 3.2 kg 
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Рис. 5. Зависимость относительной загрузки размольной ка-

меры после измельчения для первого (1) и второго (2) компо-

нентов от исходной загрузки мельницы первым компонен-

том. Загрузка мельницы вторым компонентом не менялась и 

составляла 0,8 кг 

Fig. 5. The relative hold-up of the components (1) and (2) after 

grinding versus the initial hold-up of the component (1). The ini-

tial hold-up of the component (2) was 0.8 kg 

ВЫВОДЫ 

В ходе проведенных исследований полу-

чены следующие результаты:  

- Разработана модель классификации смеси 

разнородных компонентов, отличающихся как по 

крупности частиц, так и по их плотности. 

- Разработан алгоритм инкорпорирования 

модели классификации смеси разнородных компо-

нентов в общую модель замкнутого цикла измель-

чения со струйной мельницей кипящего слоя.  

- Показано влияние соотношения загрузки 

компонентов в размольную камеру на эффектив-

ность выделения целевого продукта из смеси. 

- Намечены пути и показан порядок выбора 

параметров процессов измельчения и классифика-

ции для эффективного разделения компонентов 

смеси.  

Исследование выполнено при финансовой 

поддержке РФФИ (проект № 18-08-00028А). 

The reported study was funded by RFBR (pro-

ject № 18-08-00028А). 
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