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Описан простой результативный метод решения обратной задачи химической 

кинетики по данным нестационарных экспериментов для многостадийных реакций, про-

текающих в изотермическом реакторе идеального смешения. Идея метода основана на 

учете отличительных особенностей (информативности) различных фрагментов релакса-
ционных кривых для химических реакций с произвольной (немонотонной) кинетикой и их 

как можно более точной аппроксимации. С этой целью для описания различных по инфор-

мативности фрагментов релаксационных кривых использованы нелинейные (кубические) 

сплайны, которые позволяют максимально точно аппроксимировать и интерполировать 

экспериментальные данные. Дополнительным достоинством кубических сплайнов, с точки 
зрения реализации описанного метода, является их непрерывность во всех заданных точках 

вплоть до производных второго порядка включительно (гладкость). Это позволяет с хоро-

шей точностью вычислять не только концентрации реагентов, но и мгновенные скорости 

их изменения в любые моменты времени. Следствием этого является возможность до-
статочно точного решения обратной задачи по данным нестационарных экспериментов. 

Корректность использованной математической модели и устойчивость метода проверены 

с помощью вариации исходных данных. Приведен пример использования метода для опреде-

ления интервалов физичных значений констант скоростей стадий двухстадийной реак-

ции. Оценено влияние способа выбора опорных точек (структуры) сплайна и ошибок изме-
рений (шума) экспериментальных данных на погрешность определения констант скоро-

стей стадий. Показана эффективность применения и хорошая точность метода для ре-

шения обратной задачи химической кинетики многостадийных реакций, протекающих в 

безградиентных системах с учетом шума. 

Ключевые слова: нестационарная химическая кинетика, изотермический безградиентный реак-
тор, обратная задача, кубические сплайны, константы скоростей стадий, ошибки измерений (шум) экс-
периментальных данных 
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A simple effective method for solving the inverse problem of chemical kinetics based on 

non-stationary experiments for multistage reactions occurring in an isothermal reactor of ideal 

mixing is described. The idea of the method is based on taking into account the distinctive fea-

tures (informativeness) of different fragments of relaxation curves for chemical reactions with 

arbitrary (non-monotonic) kinetics and their as accurate approximation as possible. For this pur-
pose, non-linear (cubic) splines are used to describe different informative fragments of relaxation 

curves, which allow to approximate and interpolate experimental data as accurately as possible. 

An additional advantage of cubic splines, from the point of view of the implementation of the de-
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scribed method, is their continuity at all given points up to and including second-order derivatives 

(smoothness). This allows us to calculate with good accuracy not only the concentration of rea-

gents, but also the instantaneous rate of change at any time. The consequence of this is the possi-
bility of a sufficiently accurate solution of the inverse problem based on the data of non-

stationary experiments. The correctness of the mathematical model used and the stability of the 

method were tested using variations of the original data. An example of using the method for de-

termining the intervals of physical values of the rate constants of the stages of a two-stage reac-
tion is given. The influence of the method of selecting the reference points (structure) of the 

spline and measurement errors (noise) of experimental data on the error of determining the speed 

constants of the stages is estimated. The efficiency of application and good accuracy of the meth-

od for solving the inverse problem of chemical kinetics of multistage reactions occurring in non-

gradient systems with taking into account of noise is shown. 

Key words: non-stationary chemical kinetics, isothermal gradient-free reactor, inverse problem, cubic 
splines, rates constants of stages, measurements errors (noise) of the experimental data 
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ВВЕДЕНИЕ 

Одной из актуальных задач химической 

кинетики является задача наилучшего (макси-

мально точного) расчета кинетических парамет-

ров сложных многостадийных реакций по экспе-

риментальным данным [1-7]. Эта задача относится 

к обратным задачам математической физики, ко-

торые являются некорректно поставленными с 

математической точки зрения [8-13]. Такие задачи 

характеризуются неопределенностью (вызвана 

неустранимой ошибкой эксперимента), проблема-

ми существования (решение может отсутство-

вать), единственности (решений может быть не-

сколько и они одинаково хорошо описывают экс-

перименты) и устойчивости (малым возмущениям 

соответствуют малые отклонения) решения. Су-

ществующие для ее решения подходы, основан-

ные, как правило, на алгоритмах оптимизации и 

регуляризации, позволяют определить интервалы 

изменений значений некоторых констант скоро-

стей стадий реакции и их комплексов. В работах 

[14-16] изложен метод расчета значений отдель-

ных констант скоростей стадий и возможных ин-

тервалов их изменений для некоторых классов 

каталитических реакций без использования этих 

алгоритмов и учета различной информативности 

участков нестационарных зависимостей. Пред-

ставляет интерес разработать подход к решению 

обратной задачи для более широких классов мно-

гостадийных химических реакций с учетом ин-

формативности различных участков нестационар-

ных кривых. В данной статье приведен такой ме-

тод, который с помощью кубических сплайнов 

[17] учитывает релаксационные особенности раз-

личных временных интервалов протекания реак-

ций. Этот метод позволяет по нестационарным 

экспериментальным данным с учетом их инфор-

мативности и ошибок измерений (шума) найти 

интервалы физичных значений констант скоро-

стей элементарных стадий для многостадийных 

реакций. Метод не использует алгоритмы оптими-

зации и предполагает, что решение обратной за-

дачи существует, единственно и устойчиво. Про-

верка корректности выполняется вариацией ис-

ходных данных. 

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

Рассмотрим химическую реакцию, проте-
кающую через стадии вида 

a+ikAk = a ik Ak ,     (1) 

где Ak – реагенты; k = 1,…,K – номер реагента; aij 

 0  стехиометрические коэффициенты реагента 
Ak в стадии i = 1,…,s. Динамика такой реакции в 
открытом изотермическом реакторе идеального 
смешения (РИС) описывается системой обыкно-
венных дифференциальных уравнений [18-22] 

Ak = (aik  a+ik)(r+i  r i) + q
0
A

0
k

 
– qAk, 

k = 1,…,K,                        (2) 

где ri = kikAk
aik

  скорости стадий в прямом и 

обратном направлениях (1/с), ki  константы ско-

ростей стадий; q
0
, q и A

0
k, Ak  скорости подачи 

(1/с) и концентрации (мол. доли) реагентов на 

входе и выходе реактора; Ak(t0) = Ak
0
  начальные 
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условия (н.у.). Если не все реагенты реакции не 
зависимы, то в реакции (1) выполняются линей-
ные стехиометрические законы сохранения 
(ЛСЗС) вида 

jkAk = Cj, j = 0,1,2,…,    (3) 

где jk и Cj – константы, то размерность системы 
(2) можно уменьшить на число этих ЛСЗС (зави-
симых реагентов). Согласно [8], точное число 
ЛСЗС 

Ns = K  Rs,         (4) 

где Rs = rank(aik  a+ik)  ранг стехиометрической 
матрицы. Выберем в качестве независимых любые 
Rs реагентов. Выразим c помощью (3) остальные 
реагенты через независимые, исключим их из (2) и 
будем считать (для удобства), что уравнения (2) 
включают только независимые реагенты. 

Учет информативности. Различные участки 
нестационарных экспериментальных кинетических 
кривых имеют разную информативность. Немоно-
тонные участки состоят из смежных (имеющих 
общую точку на границе) монотонных фрагмен-
тов и различаются по длине и информативности: 
1) короткий и очень информативный (быстрая ре-
лаксация); 2) средний и информативный (средняя 
релаксация); 3) длинный и не информативный 
(медленная релаксация). 

Сплайн-интерполяция. Обозначим через 
Akn экспериментальные значения концентраций 
k = 1,…,K независимых реагентов в моменты 
времени tn, n = 1,…,N. Значения между каждой 
парой соседних узлов опишем кубическими поли-
номами (для этого необходимо, чтобы число точек 

N  5) 

Skn(t) = aknt
3
 + bknt

2
 + cknt + dkn, n = 1,2,…,N1, (5) 

где akn, bkn, ckn, dkn – коэффициенты n-го полинома 
для реагента Ak. Такая кусочно-кубическая интер-
поляция экспериментальных точек представляет 
собой непрерывную кривую наилучшего прибли-
жения для каждого реагента. Эта кривая состоит 

из N1 фрагментов кубического сплайна и позво-
ляет рассчитать концентрации реагентов в любые 
моменты времени t*: 

Akn(t*) = Skn(t*), n = 1,2,… ,…,N1. (6) 
Еще одним полезным свойством кубиче-

ского сплайна (5) является непрерывность его 
производных (до второго порядка включительно) 
в узлах сплайна. Это позволяет с хорошей точно-
стью рассчитать также скорости изменения реа-
гентов в любые моменты времени 

Akn(t*) = Skn(t*) = 3akn(t*)
2
 + 2bknt* + ckn, 

n = 1,2,…,…,N1.                (7) 

Выберем для расчетов N*  N  1 фраг-
ментов сплайнов (5) с различной (определяется 

визуально) информативностью и N  1 опорных 
точек t*n на них (примерно в середине фрагмен-
тов). Рассчитаем соответствующие значения кон-

центраций (6) и скорости изменения реагентов (7), 
подставим найденные значения в (2) и получим 

систему KN линейных уравнений для определе-

ния 2s неизвестных констант скоростей стадий ki 
реакции (1): 

(aik - aik)(k+ikAkn
a+ik  kikAkn

ik
) – 

– qAkn* = q
0
A

0
kn – Skn,             (8) 

где k = 1,2,…,K, n = 1,2,…,N*. Эта система разре-
шима только тогда, когда 

KN*  2s.   (9) 

При KN* = 2s система (8) имеет един-
ственное решение 

ki = i/, i = 1,…,s,     (10) 

где   0 и i – главный и вспомогательный 
определители системы (8). В этом случае все кон-
станты скоростей стадий определяются однознач-
но, но некоторые (или все) из них могут оказаться 
не физичными (отрицательными). Условия физи-
чности констант можно записать в виде 

+i > 0, i  0, i = 1,…,s.         (11) 

При KN* > 2s существует бесконечное 
множество решений, и константы скоростей ста-
дий определяются неоднозначно. Условия физич-
ности (положительности) констант скоростей ста-
дий аналогичны (11). Иначе, если условия (9)-(11) 
не выполняются, то система (8) не имеет физич-
ных решений при данном выборе опорных точек. 
Полный перебор всех возможных комбинаций 
опорных точек позволяет установить интервалы 
возможных изменений констант скоростей стадий. 
Если ни один из наборов опорных точек не дает 
физичных значений констант скоростей стадий, то 
обратная задача не разрешима и необходимы но-
вые экспериментальные данные или альтернатив-
ная стадийная схема реакции. 

Пример. Пусть реакция А = С + D проте-
кает по двухстадийной схеме 

1) A = B, 2) B = C + D,   (12) 
Для нее уравнения (2) запишутся  

A = k1A + k1B + q
0
A

0 
 qA, B = k1A  k1B  

 k2B +k2CD + q
0
B

0 
 qB.           (13) 

C = k2B  k2CD + q
0
C

0 
 qC,  

D = k2B  k2CD + q
0
D

0 
 qD. 

Для реакции (12) общее число реагентов 
(зависимых и независимых) равно четырем, а ранг 

ее стехиометрической матрицы (1 1 0 0; 0 1 1 1) 
равен Rs = 2. Следовательно, согласно (4), число 
ЛСЗС Ns = 2 и система (13) имеет два ЛСЗС вида  
A + B + C = 1 и C = D, т.е. только два независимых 
(K = 2) реагента. Выберем в качестве независи-
мых реагентов, например, А и С. Исключим с по-
мощью этих ЛСЗС два зависимых реагента и си-
стема (13) примет вид 

A =  k1A + k1(1  A  С) + q
0
A

0 
 qA,      (14) 

 C = k2(1  A  С)  k2C
2 
+ q

0
C

0 
 qC. 
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Зададим произвольно «истинные» значе-

ния констант скоростей стадий, например k1
* 
= k1

* 
= 

= k2
* 

= k2
* 

= 1. Зададим с учетом ЛСЗС и условий 
физичности (11) н.у., например A

0 
= 1, B

0 
= C

0 
= D

0 
= 

=0 и q = q
0 
= 1. Численно проинтегрируем систему 

(14) при этих параметрах, получим N точек на не-
стационарных кинетических кривых для каждого 
реагента и примем их за «экспериментальные» 
данные. Разделим эти точки на N* = 2 наиболее 

информативных (визуально) фрагмента  точки 
быстрой релаксации F1 и остальные точки F2. Вы-
берем две опорных точки t*1 и t*2 в середине этих 
фрагментов. Вычислим коэффициенты сплайнов 
(5) по каждому реагенту, концентрации (6) реа-

гентов (A1,С1) и (A2,С2) и скорости (7) A1,С1 и A2, 

С2 в этих двух точках. Подставим эти значения в 
(14) и получим систему линейных уравнений по 
константам скоростей стадий 

A1 = k1A1 + k1(1  A1  С1) + q
0
A

0 
 qA1.  (15) 

C1 = k2(1  A1  С1)  k2C1
2 
+ q

0
C

0 
 qC1, 

A2 = k1A2 + k1(1  A2  С2) + q
0
A

0 
 qA2, 

C2 = k2(1  A2  С2)  k2C2
2 
+ q

0
C

0 
 qC2, 

Результаты решения этой системы без уче-
та шума в зависимости от вариации числа точек N, 
границ информативных фрагментов сплайна F1, F2 
и номеров фрагментов сплайна n1, n2 для расчета 
скоростей приведены в табл. 1. 

Таблица 1 

Решение обратной задачи для реакции (12)  

Table 1. Solution of the inverse problem for reaction (12) 

N k1 k1 k2 k2 F1 F2 n1 n2 RA,% RC,% E,% 

5 1,0821 1,4983 1,0325 2,7719 1-2 2-5 1 3 0,6763 0,4980 46,07 

6 1,0003 1,0182 1,0323 2,8418 1-2 2-6 1 4 0,1467 0,4087 46,05 

6 0,9360 0,6419 1,0299 2,3117 1-2 2-6 1 5 0,4368 0,1238 34,04 

6 1,0299 0,9577 0,9285 1,0566 1-3 3-6 1-2 4 0,3059 0,1318 2,62 

7 1,0227 1,1493 1,0274 1,7916 1-2 2-7 1 5 0,2446 0,2384 20,16 

7 1,2893 1,8665 0,9149 0,2073 1-3 3-7 1-2 5 0,2735 0,0493 30,31 

8 1,0074 1,0599 1,0221 0,6571 1-2 2-8 1 5 0,0393 0,1589 8,72 

9 0,9819 0,9108 1,0244 1,1365 1-2 2-9 1 6 0,0967 0,0603 4,15 
Примечание. RA=100Σ[(Aэксп-Aрасч)

2]0,5/N, RC=100Σ[(Cэксп-Cрасч)
2]0.5/N и E = 100Σ[(k±i-k±i*)2]0.5/(2s) – среднеквадратические 

ошибки по реагентам А, С и константам скоростей стадий соответственно 
Note: RA=100Σ[(Aэксп-Aрасч)

2]0,5/N, RC=100Σ[(Cэксп-Cрасч)
2]0.5/N и E = 100Σ[(k±i-k±i*)2]0.5/(2s) are the standard errors for the reagents 

A, C and the rate constants of the stages, respectively 

 
Из табл. 1 видно, что решением обратной 

задачи без учета ошибок измерений (шума) экспери-
ментальных данных являются интервалы физичных 

значений констант k1[0,9360, 1,2893], k1[0,6419, 

1,8665], k2[0,9149, 1,0325], k2[0,2073, 2,8418]. 
Эти интервалы близки к «истинным» значениям 
констант скоростей стадий и включают их. Ана-
лиз показал, что устойчивость метода зависит и от 
других причин. Например, для «истинных» значе-

ний k1
* 
= 2, k1

* 
= 0,5, k2

* 
= 3, k2

* 
= 1 (при N = 9, F1 = 

= [1-2], F2 = [2-9], n1 = 1, n2 = 6) получим k1 = 1,9147, 

k1 = 0,2676, k2 = 3,4431, k2 = 1,5267 (RA = 0,1554, 
RC = 0,2082, E = 18,29). Для более «жестких» зна-

чений k1
* 

= 1, k1
* 

= 0,1, k2
* 

= 10, k2
* 

= 100 полу-

чим k1 = 1,0009, k1 = 0,0687, k2 = 7,4427, k2 =  
= 72,8098 (RA = 0,1338, RC = 0,0327, E = 682,76). 
Влияние уровня шума в исходных данных на по-
грешности вычислений показано в табл. 2 (при  
N = 6, F1 = [1-3], F2 = [3-6], n1 = 1-2, n2 = 4). 

 
Таблица 2 

Решение обратной задачи для реакции (12) с учетом шума 

Table 2. Solution of the inverse problem for reaction (12) with noise 

S, % k1 k1 k2 k2 RA, % RC, % E, % 

0 1,0299 0,9577 0,9285 1,0566 0,3059 0,1318 2,62 

1 1,0630 1,0476 0,9185 0,9785 0,4482 0,1592 2,89 

2 1,0990 1,1456 0,9088 0,9020 0,6354 0,1914 5,53 

3 1,1384 1,2529 0,8992 0,8273 0,8376 0,2267 8,77 

4 1,1818 1,3710 0,8898 0,7540 1,0458 0,2639 12,33 

5 1,2297 1,5016 0,8806 0,6823 1,2568 0,3025 16,19 

10 1,5715 2,4340 0,8374 0,3452 2,3197 0,5099 42,12 
Примечание. Зашумленные значения A*kn рассчитывались с помощью случайных чисел Rn в интервале (0,1) с равновероят-

ным выбором знака A*k=AkRk(1+S)sgn(S-0,5), где S - максимальный уровень шума (доли); sgn – функция «знак» 
Note: The noisy values of A*kn were calculated using random numbers Rn in the interval (0,1) with an equally probable choice of the 
sign A*k=AkRk(1+S)sgn(S-0,5), where S is the maximum noise level (fraction) ; sgn - sign function 
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Из табл. 2 видно, что физичными решениями 

обратной задачи (с учетом 5% шума) являются ин-

тервалы k1[1,0299, 1,2297], k1[0,9577, 1,5016], 

k2[0,8806, 0,9285], k2[0,6823, 1,0566], которые 

близки к интервалам значений констант скоростей 

стадий, определенных без учета шума. 

ВЫВОДЫ 

Описан метод решения обратной задачи 
химической кинетики, который позволяет опреде-
лять интервалы значений констант скоростей эле-
ментарных стадий многостадийных реакций по 
нестационарным концентрациям реагентов с уче-
том ошибок измерений. Особенность метода со-
стоит в том, что разные участки релаксационных 

кривых описываются различными кубическими 
многочленами (сплайнами). Результатом сплайн-
интерполяции являются непрерывные, вплоть до 
второй производной, гладкие кривые, которые 
позволяют рассчитывать концентрации реагентов 
и скорости их изменения в любые моменты пере-
ходного процесса. Этот подход позволяет учиты-
вать различную информативность исходных дан-
ных и находить интервалы физичных значений 
констант скоростей элементарных стадий иссле-
дуемой реакции с высокой точностью. Приведены 
условия применимости метода и оценена его 
устойчивость на примере двухстадийной реакции, 
протекающей в реакторе идеального смешения. 
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