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Статья посвящена разработке математической модели процесса классификации 

дисперсных материалов в многосекционном, вертикальном воздушном классификаторе. Ана-

лиз работы многосекционного вертикального воздушного классификатора проведен с исполь-

зованием аппарата теории вероятности. Принято допущение, что вероятность того, что 

частица из данной секции попадет в соседнюю, вышележащую секцию, для всех секций оди-

накова.  Сформулированная таким образом задача о последовательном движении частицы 

от секции к секции в точности отвечает схеме независимых испытаний Бернулли с двумя 

исходами: переходом в вышележащую секцию и переходом в нижележащую секцию. В рам-

ках этой схемы все вероятности рассчитываются, исходя из распределения Бернулли. Такой 

подход позволил получить расчетное соотношение для вероятности попадания частиц в 

верхний продукт классификатора в зависимости от номера секции, в которую подается ис-

ходный материал. Указанное соотношение учитывает также размер частиц, их плотность 

и скорость газа. Результаты расчетов хорошо согласуются с опытными данными по фрак-

ционированию частиц кварцевого песка и порошка диоксида марганца в семисекционном ап-

парате, что подтверждает адекватность предложенной математической модели. Полу-

ченные в работе расчетные соотношения позволяют решить основную задачу процесса клас-

сификации, а именно, по известной плотности распределения частиц исходного материала, 

по размеру и заданной рабочей скорости газа определить дисперсный состав частиц на вы-

ходе из классификатора. Кроме того, подбирая рабочую скорость газа и место ввода дисперс-

ного материала в аппарат, можно целенаправленно управлять гранулометрическим соста-

вом материала на выходе из аппарата. 

Ключевые слова: многосекционный классификатор, фракционирование дисперсного материала, гра-

нулометрический состав 
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The article is devoted to the development of a mathematical model for the classification of 
dispersed materials in a multisection, vertical air classifier. The analysis of the work of the multi-
section vertical air classifier was carried out using the apparatus of the theory of probability. It is 
assumed that the probability that a particle from a given section gets into an adjacent, overlying 
section is the same for all sections. The problem of the sequential motion of a particle from section 
to section, formulated in this way, exactly corresponds to the Bernoulli scheme of independent tests 
with two outcomes: a transition to an overlying section and a transition to an underlying section. 
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In this scheme, all probabilities are calculated based on the Bernoulli distribution. This approach 
made it possible to obtain a calculated ratio for the probability of particles entering the upper prod-
uct of the classifier, depending on the number of the section into which the source material is fed. 
This ratio also takes into account the size of the particles, their density and gas velocity. The calcu-
lation results are in good agreement with the experimental data on the fractionation of quartz sand 
particles and manganese dioxide powder in a seven-section apparatus, which confirms the ade-
quacy of the proposed mathematical model. The calculated ratios obtained in the work make it 
possible to solve the main problem of the classification process, namely, by the known distribution 
density of the particles of the initial material by size and the given working gas velocity, to determine 
the dispersed composition of particles at the exit from the classifier. In addition, by selecting the 
working gas velocity and the place of introduction of dispersed material into the apparatus, it is 
possible to purposefully control the granulometric composition of the material at the exit from the 
apparatus. 

Key words: multi-section classifier, dispersed material fractionation, granulometric composition 
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ВВЕДЕНИЕ 

Фракционирование дисперсных материа-

лов находит широкое применение в различных от-

раслях промышленности. Во многих случаях раз-

мер частиц является фактором, определяющим эф-

фективность той или иной технологической опера-

ции, а также качество продуктов и изделий [1, 2]. 

Так в производстве изделий методами порошко-

вой металлургии от размера частиц зависят дав-

ление прессования, температура спекания, сте-

пень усадки, а также механические и другие свой-

ства готовых изделий [3]. Жесткие требования к 

гранулометрическому составу порошков предъяв-

ляются в строительной индустрии и лакокрасочной 

промышленности [4, 5]. Выделение из полидис-

персной смеси сыпучего материала частиц опреде-

ленного гранулометрического состава представ-

ляет собой непростую техническую проблему. В 

ряде случаев она может быть решена с помощью 

вибросепарации, гидравлической классификации, 

с применением электростатического поля [6, 7]. 

Однако наиболее часто используется воздушная 

классификация в силу целого ряда преимуществ [8-

25]. Более того, воздушная классификация позво-

ляет зачастую утилизировать мелкие фракции 

твердой фазы. Так, например, для стекольного про-

изводства используется только узкая фракция 

песка 0,3-0,5 мм. Более крупная фракция применя-

ется в качестве фильтрующего материала, а мелкая 

идет в отсев, который представляет собой отход. С 

помощью воздушной классификации появляется 

возможность разделить этот отход на несколько 

более мелких фракций, которые в этом случае ис-

пользуются в производстве сухих строительных 

смесей и производстве чистящих средств. Разделе-

ние с помощью вибросит в этом случае неэффек-

тивно, так как сита быстро забиваются и имеют ма-

лую производительность, не обеспечивая промыш-

ленного масштаба.  

При расчете процесса классификации ос-

новная задача состоит в том, чтобы при известном 

дисперсном составе исходного материала и задан-

ных условиях проведения процесса определить 

дисперсный состав верхнего и нижнего продуктов. 

Если такая задача решена, то, подбирая рабочую 

скорость газа и место ввода сыпучего материала в 

аппарат, можно целенаправленно влиять на рас-

пределение частиц по размеру на выходе из клас-

сификатора. Ранее [26-28] авторами был построен 

метод расчета процесса классификации для двух-

секционного аппарата, позволяющий связать ха-

рактеристики гранулометрического состава исход-

ного материала и материала на выходе из аппарата. 

При этом была использована вероятностная мо-

дель движения частиц из секции в секцию, по-

скольку подход взаимопроникающих континуу-

мов, а также анализ движения отдельной частицы с 

последующим осреднением на множество частиц 

не представляются физически убедительными [29-33]. 
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Проведенные экспериментальные исследования 

подтвердили адекватность модели и приемлемую 

точность метода расчета. Цель настоящей статьи 

состоит в построении метода расчета процесса 

классификации для аппарата с любым числом раз-

делительных секций. 

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ  

Пусть имеется вертикальный аппарат, со-

стоящий из n одинаковых секций (рис. 1). Секции 

нумеруются снизу-вверх. Выходу частицы снизу 

аппарата соответствует номер секции равный 

нулю; выходу из верхней части аппарата – номер 

равный (n+1). Отдельная частица поступает в сек-

цию с номером m (1 ≤ m ≤ n). Вероятность того, что 

частица из данной секции попадет в соседнюю 

выше лежащую секцию для всех секций одинакова 

и равна р, вероятность попадания в соседнюю ниже 

лежащую секцию равна 1 – р. Требуется найти ве-

роятность Р(m) вылета частицы из аппарата через 

верхнюю секцию и зависимость этой величины от 

номера m. Сформулированная таким образом за-

дача о последовательном движении частицы от 

секции к секции в точности отвечает схеме незави-

симых испытаний Бернулли с двумя исходами: пе-

реходом в вышележащую секцию и переходом в 

нижележащую секцию. В рамках этой схемы все 

вероятности рассчитываются, исходя из распреде-

ления Бернулли. Именно, если частица совершила 

r переходов между секциями, то вероятность того, 

что среди этих переходов будет k переходов в выше 

лежащую секцию, задается формулой:  

𝑃𝑟
𝑘 = 𝐶𝑟

𝑘𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑟−𝑘  ,  (1) 
где 𝐶𝑟

𝑘 – число сочетаний из r элементов по k.  

Пусть частица в соответствии с приведен-

ной постановкой задачи начинает движение в сек-

ции с номером m. Определим вероятность попада-

ния частицы в секцию (n + 1) после ровно r пере-

ходов (r ≥ n + 1 - m) в зависимости от номера m при 

условии, что она ни разу при своем «блуждании» 

не попадет ни в секцию 0, ни в секцию (n + 1), т.е. 

не выйдет из аппарата ни снизу, ни сверху. При 

этом из этих r переходов k переходов будут совер-

шены вверх, а (r – k) – вниз. Чтобы частица до-

стигла секции (n + 1), требуется выполнение усло-

вия: k - (r – k) = n + 1 - m, т.е. число переходов вверх 

связано с числом секций в аппарате и номером 

начальной секции следующим соотношением: 

k = (r + n +1 – m)/2.   (2) 

Таким образом, вероятность перехода ча-

стицы из секции с номером m в секцию с номером 

(n + 1), при общем числе переходов равным r, за-

дается соотношением (1), в котором величина k 

определяется выражением (2).  

 

 
Рис. 1. Схема классификатора  

Fig. 1. Classifier scheme 

 

Переходы частицы из секции в секцию 

удобно интерпретировать в терминах траекторий 

движения. Тогда величину 𝐶𝑟
𝑘 следует восприни-

мать как число возможных траекторий частицы от 

входной секции аппарата до выхода из него через 

верхний штуцер. Однако среди этих 𝐶𝑟
𝑘 траекторий 

могут быть такие траектории, при которых частица 

при своем движении попадает в секцию с номером 

нуль, т.е. выходит из аппарата через нижний шту-

цер. В силу сформулированной задачи такие траек-

тории следует исключить. Найдем число траекто-

рий, проходящих через нулевую секцию, исполь-

зуя принцип «зеркального отражения». Именно, 

каждой траектории, которая начинается в секции с 

номером m, заканчивается в секции с номером (n + 1) 

и проходит через нулевую секцию, поставим в со-

ответствие траекторию, которая начинается в 

условной секции с номером (-m), заканчивается в 

секции с номером (n + 1) и построена следующим 

образом. Начальная часть этой траектории от сек-

ции (-m) до секции с номером 0 представляет собой 

«зеркальное отражение» исходной траектории от-

носительно нулевой секции, а оставшиеся части 
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обеих траекторий полностью совпадают. Такое по-

строение «отраженных» траекторий обеспечивает 

взаимно однозначное соответствие между пря-

мыми и обратными траекториями.  

Определим число «отраженных» траекто-

рий. Пусть k1 – число переходов вверх частицы у 

некоторой такой траектории. Тогда (r – k1) – число 

переходов вниз. Чтобы частица из секции (-m) по-

пала в секцию (n + 1), должно выполняться равен-

ство: k1 - (r – k1 ) = n + 1+ m. Отсюда   

k1 = (r + n +1 + m)/2 = k  + m 

Следовательно, искомое число «отражен-

ных» траекторий равно 𝐶𝑟
𝑘1 = 𝐶𝑟

𝑘+𝑚. Вычитая его 

из общего числа возможных траекторий частицы, 

получаем выражение для вероятности того, что ча-

стица, попадая в аппарат через секцию m, покинет 

его через верхний штуцер: 

𝑃𝑟(𝑚) = (𝐶𝑟
𝑘 − 𝐶𝑟

𝑘+𝑚)𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑟−𝑘, (3) 

где k определяется соотношением (2). При этом ве-

личина k может быть только целой.    

Рассуждая аналогичным образом, исклю-

чим те траектории частицы, при которых она до-

стигает секции (n + 1) менее, чем за r переходов. В 

этом случае требуется определить число траекто-

рий, начальная часть которых отражена относи-

тельно секции (n + 1). Такие траектории начина-

ются в условной секции 2(n + 1) – m, проходят че-

рез секцию (n + 1) при некотором промежуточном 

числе переходов и заканчиваются вновь в секции 

(n + 1). Пусть k2 – количество переходов вниз ча-

стицы у некоторой такой траектории. Тогда (r – k2 ) – 

число переходов вверх. Чтобы частица из секции 

2(n + 1) – m попала в секцию (n + 1), должно вы-

полняться равенство: k2 - (r – k2 ) = n + 1 - m. Отсюда 

k2 = (r + n +1 – m)/2 = k. Следовательно, 

число искомых траекторий равно  

𝐶𝑟
𝑘2 = 𝐶𝑟

𝑘, а вероятность их реализации 

𝐶𝑟
𝑘𝑝𝑟−𝑘(1 − 𝑝)𝑘. 

Суммируя выражение по всем возможным 

значениям r (r ≥ n + 1 - m), получим выражение для 

вероятности попадания частицы в верхний про-

дукт, если ее движение началось из секции с номе-

ром m: 

𝑃(𝑚) = ∑ 𝐶𝑛+1−𝑚+2𝑖
𝑛+1−𝑚+𝑖 [𝑝𝑛+1−𝑚+𝑖(1 − 𝑝)𝑖 −∞

𝑖=0

(1 − 𝑝)𝑛+1−𝑚+𝑖𝑝𝑖] − ∑ (𝐶𝑛+1−𝑚+2𝑖
𝑛+1−𝑚+𝑖 −∞

𝑖=𝑚

−𝐶𝑛+1−𝑚+2𝑖
𝑛+1+𝑖 )𝑝𝑛+1−𝑚+𝑖(1 − 𝑝)𝑖 (4) 

Вторая сумма учитывает тот факт, что тра-

ектории частицы с заходом в нулевую секцию мо-

гут существовать только при условии, что общее 

число переходов между секциями будет не меньше 

величины n + 1 + m. Несмотря на внешнюю гро-

моздкость выражения (4), при конкретных значе-

ниях числа секций в аппарате (n) и номера входной 

секции (m) оно выглядит намного проще. Кроме 

того, при практическом использовании следует 

учесть, что слагаемые в суммах быстро убывают с 

увеличением номера i, и при расчетах достаточно 

удерживать несколько первых членов сумм, чтобы 

обеспечить приемлемую точность.  

Выражение (4) содержит также основную 

характеристику классификатора р – вероятность 

перехода частицы из данной секции в соседнюю 

выше лежащую секцию. Величина р зависит от гео-

метрии секций, скорости газового потока, размера, 

формы и плотности частицы. В каждом конкрет-

ном случае она может быть определена только экс-

периментально. В работе [17] было показано, что 

вероятность р определяется численным значением 

безразмерного комплекса 

  

        
gd

w
Fr  

s

g






2

,
   

(5)
 

в котором g – ускорение свободного падения, м/с2, 

ρg, ρs – плотность газа и частицы соответственно, 

кг/м3 , w – скорость газа, м/с, d – характерный раз-

мер частицы, м. Комплекс (5) с точностью до вто-

рого сомножителя совпадает с классическим кри-

терием Фруда. В этой же работе изложена мето-

дика экспериментального определения зависимо-

сти р = р(Fr). Она состоит в отдувке навески моно-

дисперсного материала в одной секции классифи-

катора при разных скоростях газового потока. При 

этом вероятность р(Fr) при конкретном значении 

критерия Fr оценивалась как отношение массы ча-

стиц, вылетевших из секции с потоком воздуха, к 

общей массе частиц, подаваемых в аппарат. Для 

классификатора, конструкция которого описана в 

работе [16], график р = р (Fr) приведен на рис. 2.     

Явный вид функции р(Fr) позволяет уста-

новить при заданной скорости газа зависимость ве-

роятности P(m) не только от номера входной сек-

ции, но и от размера частиц: P = P (m, d). Это, в 

свою очередь, дает возможность решить основную 

задачу при расчете процесса классификации – 

найти дисперсный состав верхнего или нижнего 

продуктов при заданном гранулометрическом со-

ставе исходного дисперсного материала. Действи-

тельно, пусть f0(d) – плотность распределения ве-

роятности частиц по размеру в исходном матери-

але. Тогда N f0(d) δd – число поступивших в рабо-

чий объем частиц, размер которых лежит в интер-

вале (d, d + δd), где N – число частиц, поступающих 

во входную секцию в единицу времени. Из них N P 

(m, d) f0(d) δd покинет аппарат через верх, а N(1 - P 
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(m, d)) f0(d) δd – через низ. Полное количество ча-

стиц из числа N, которые вылетят из рабочего объ-

ема сверху равно: 

  

    )(  
0

0


ddNP(m,d)f 
 

 
Рис. 2. Зависимость вероятности вылета частицы через верх 

отдельной секции от числа Fr 

 

Fig. 2. The dependence of the probability of the particle depar-

ture through the top of a separate section on the number Fr 

 

Количество частиц, вылетевших сверху, 

размер которых не превышает d, равно:   

  

    )(  
0

0
d

ddNP(m,d)f 

 
Тогда функция распределения частиц по 

размеру Φm(d) для частиц, покидающих рабочую 

зону сверху, при подаче материала в секцию c но-

мером m будет иметь вид: 
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∫
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(6)

 
Полученное соотношение позволяет спро-

гнозировать дисперсный состав верхнего продукта 

в зависимости от места подачи исходного матери-

ала в классификатор. Очевидно, что он определя-

ется поведением функции P(m).  

В таблице приведены теоретические и экс-

периментальные значения этой функции для аппа-

рата с семью секциями при р = 0,5. Теоретические 

значения вероятности рассчитывались по формуле (4). 

Опытные значения получены в результате осредне-

ния по пяти измерениям для каждого номера сек-

ции. В экспериментах использовалась навеска 

массы около 100 г практически монодисперсного 

материала (песка) с размером частиц 150-160 мкм. 

Скорость воздуха в наиболее узком сечении клас-

сификатора составляла 0,75м.  

 
Таблица 

Значения вероятности попадания частиц в верхний 

продукт в зависимости от номера входной секции 

Table. Values of the probability of particles entering the 

upper product, depending on the number of the input 

section 

Номер входной 

секции 

Расчетное значе-

ние вероятности 

P (m) 

Опытное значение 

вероятности P (m) 

1 0,23 0,21 

2 0,32 0,30 

3 0,41 0,39 

4 0,5 0,48 

5 0,59 0,59 

6 0,68 0,70 

7 0,77 0,8 

 

Аналогичные результаты были получены 

при классификации порошка диоксида марганца.  

ВЫВОДЫ 

Приведенные в таблице результаты позво-

ляют сделать ряд важных выводов. Во-первых, ме-

сто подачи исходного материала во многом опре-

деляет результат классификации. Во-вторых, зная 

плотность распределения вероятности частиц по 

размеру, можно ответить на любой вопрос относи-

тельно фракционного состава дисперсного матери-

ала на выходе классификатора. В-третьих, выбор 

рабочей скорости воздуха в классификаторе вли-

яет на процесс разделения посредством зависи-

мости р = р(Fr). Подбирая величину рабочей ско-

рости, можно целенаправленно влиять на фракци-

онный состав верхнего и нижнего продуктов.    
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