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Статья посвящена исследованию переходных процессов ионообменной сорбции 
ионов тяжелых металлов на сульфокислотном катионите в емкостном аппарате с ме-
шалкой. Предложено математическое описание процесса ионного обмена с учетом сле-
дующих упрощающих допущений: в начальный момент времени внутри аппарата нахо-
дятся раствор и ионит, содержащие ионы тяжелых металлов; скорость ионного обмена 
лимитируется как внутренней, так и внешней диффузией; равновесие процесса описыва-
ется уравнением изотермы адсорбции Никольского; структура движения раствора и 
ионита в аппарате описывается моделью идеального смешения. В соответствии с при-
нятыми допущениями сформулировано математическое описание процесса, включающее 
уравнение материального баланса аппарата, уравнение изотермы адсорбции, уравнение 
кинетики диффузии, а также начальные и граничные условия третьего рода. Решение 
задачи выполнено на ЭВМ численным методом, в котором для нахождения неизвестной 
концентрации раствора используется характеристическое уравнение аппарата непре-
рывного действия полного смешения. Для проверки адекватности разработанной модели 
реальному процессу были проведены экспериментальные исследования переходных процес-
сов ионообменной сорбции ионов меди на сульфокислотном катионите Lewatit S-100 в ла-
бораторном емкостном аппарате с мешалкой. При проведении исследований были сняты 
кривые разгона, на основании которых рассчитаны параметры нестационарного ионооб-
менного процесса: время разгона, постоянная времени, коэффициент усиления объекта и 
максимальная скорость изменения концентрации раствора на выходе из аппарата. Срав-
нение результатов расчета и эксперимента позволило сделать вывод об адекватности 
разработанного математического описания реальному процессу. Расхождение расчета и 
эксперимента не превышает 14%. Даны рекомендации по применению полученных зави-
симостей для практического применения. 

Ключевые слова: ионный обмен, переходный процесс, емкостной аппарат с мешалкой, матема-
тическое описание 
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The article is devoted to the study of transient processes of ion-exchange sorption of heavy 
metal ions on a sulfonic acid cation exchanger in a vessel with a stirrer. A mathematical description 
of the ion exchange process is proposed, taking into account the following simplifying assumptions: 
at the initial moment of time, a solution and an ion exchanger containing heavy metal ions are 
inside the apparatus; the rate of ion exchange is limited by both internal and external diffusion; 
the process equilibrium is described by the Nikolsky adsorption isotherm equation; the structure of 
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the movement of the solution and the ion exchanger in the apparatus is described by the ideal 
mixing model. In accordance with the accepted assumptions, a mathematical description of the 
process is formulated, including the equation of the material balance of the apparatus, the equation 
of the adsorption isotherm, the equation of diffusion kinetics, as well as the initial and boundary 
conditions of the third kind. The solution of the problem is carried out on an electronic computer 
by a numerical method, in which the characteristic equation of a continuous-action apparatus of 
complete mixing is used to find the unknown concentration of the solution. To test the adequacy of 
the developed model to the real process, experimental studies of transient processes of ion-exchange 
sorption of copper ions on the Lewatit S-100 sulfonic acid cation exchanger in a laboratory capac-
itive apparatus with a stirrer were carried out. During the research, acceleration curves were taken, 
on the basis of which the parameters of the non-stationary ion-exchange process were calculated: 
acceleration time, time constant, gain of the object and the maximum rate of change in the con-
centration of the solution at the outlet of the apparatus. Comparison of the results of calculation 
and experiment made it possible to conclude that the developed mathematical description is ade-
quate to the real process. The discrepancy between the calculation and the experiment does not 
exceed 14%. Recommendations are given on the application of the obtained dependences for prac-
tical application. 

Key words: ion exchange, transient process, capacitive apparatus with stirrer, mathematical description 
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ВВЕДЕНИЕ 

К одному из основных процессов химиче-

ской технологии относится процесс ионного об-

мена. Перспективным направлением аппаратур-

ного оформления ионообменной обработки раство-

ров являются аппараты непрерывного действия с 

интенсивным перемешиванием суспензии ионит-

раствор. При эксплуатации данных аппаратов мо-

гут возникать так называемые переходные явле-

ния, возникающие в результате изменения концен-

трации и расхода исходного раствора и иных внеш-

них возмущающих воздействий [1]. Переход ре-

жима работы аппарата из одного стационарного со-

стояния в другое характеризуется вполне опреде-

ленным законом изменения параметров двухфаз-

ного потока во времени. Необходимость исследо-

вания данного процесса обусловлена потребно-

стью в точном прогнозировании времени выхода 

работы аппарата на стационарный режим, что поз-

воляет повысить эффективность расхода материа-

лов, участвующих в ионообменном процессе. 

Одним из методов исследования процессов 

химической технологии является метод математи-

ческого моделирования. В литературе в основном 

уделено значительное внимание моделированию 

стационарных процессов в непрерывно действую-

щих аппаратах [2-10]. Получены аналитические ре-

шения задач об изменении нестационарных полей 

концентрации вещества в телах классических форм 

(сфера, неограниченная пластина и неограничен-

ный цилиндр) с равномерным и неравномерным 

начальным распределением концентрации веще-

ства в условиях постоянной концентрации рас-

твора [11-17]. Известны решения задач адсорбции 

из ограниченного объема раствора, в которых учи-

тывается изменение концентрации раствора при 

протекании процесса [4]. В работе [18] найдены ре-

шения задач массообмена между твердой и жидкой 

фазами в емкостном аппарате полного смешения 

полупериодического действия (периодического по 

твёрдой фазе и непрерывного по жидкой фазе). Об-

зор известной литературы показал, что в настоящее 

время недостаточно изучены переходные про-

цессы ионного обмена в емкостном аппарате не-

прерывного действия. 

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

Пусть имеется емкостной аппарат непре-

рывного действия, в который помещены ионит 

объемом V (м3) с начальной концентрацией сорби-

руемого вещества 0.Cср  (кг–экв/м3) и раствор объемом 



 

N.A. Lapshin, S.V. Natareev 

 

ChemChemTech. 2022. V. 65. N 12  107  

 

 

V (м3) с начальной концентрацией 0C  (кг–экв/м3). 

Ионит и раствор находятся внутри аппарата в со-

стоянии равновесия. С момента времени τ = 0 в ап-

парат поступает раствор с объемным расходом 

Q (м3/с) и концентрацией вещества Свх (кг–экв/м3), 

а также ионит с объемным расходом Q  (м3/с) и 

концентрацией вещества ср.вхС  (кг–экв/м3). Одно-

временно из аппарата выводится равное количе-

ство раствора с концентрацией С(τ) (кг–экв/м3) и 

ионита с концентрацией  cpС  (кг–экв/м3). Для раз-

работки математического описания процесса ион-

ного обмена примем следующие допущения: рав-

новесие ионного обмена между раствором и иони-

том описывается уравнением изотермы адсорбции 

Никольского; скорость процесса лимитируется как 

внешней, так и внутренней диффузией; структура 

движения твердой и жидкой фаз в аппарате описы-

вается моделью полного смешения. 

С учетом принятых допущений математи-

ческое описание процесса включает следующие 

уравнения: 

– характеристическое уравнение аппарата 

полного смешения непрерывного действия: 

   











d

Cd
V

d

dC
V

cp

 

      cpcp.вхвх СCQСCQ  ;      (1) 

– уравнение изотермы адсорбции Николь-

ского для обмена двухвалентного иона на однова-

лентный: 
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– уравнение кинетики диффузии: 
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( ;  r r0);     (3) 

– уравнение для определения средней кон-

центрации сорбируемого вещества в ионите: 

   dr,rCr
r

С
r

 
0

0

2

3
0

3
ср ;

  

(4)

 
– начальные и граничные условия: 

  00 C=C ;    (5) 
    000 ср.ср C,rCС  ;  (6) 

 
0

0
=

r

τ,C



 ,   τ,C 0 ;  (7) 

 
    




грCC

r

,rC
D 0 ,  (8) 

где а0 – ионообменная емкость ионита, кг–экв/м3; 
D  – коэффициент диффузии в ионите, м2∙с-1; Kс – 

концентрационная константа равновесия; r – ради-

альная координата частицы, м; r0 – радиус частицы 

ионита, м; β – коэффициент массоотдачи в рас-

творе, м/с;  – время, с; индексы: гр – граничный; 

вх – входящий; ср – средний; 0 – начальный. 

Решение системы уравнений (1) – (8) было 

выполнено на ЭВМ с применением однородных 

консервативных разностных схем. В результате ре-

шения находили теоретическую кривую разгона, 

которую сравнивали с экспериментальными дан-

ными. На основании полученных результатов экс-

перимента графическим способом определялось 

время выхода работы аппарата на стационарный ре-

жим (время разгона) τс. Также рассчитывались следу-

ющие характеристики переходного процесса [19]. 

Постоянная времени по жидкой фазе Т: 

ж

ж

Q

V
Т  .   (9) 

Коэффициент передачи объекта Коб: 

вх

вых
об

С

СС
К 0

 .  (10) 

Величина максимальной скорости измене-

ния концентрации раствора R: 

Т

С
R вых .

   (11) 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ 

Экспериментальные исследования пере-

ходных процессов сорбции ионов меди проводили 

на лабораторной установке, схема которой пока-

зана на рис. 1. Основным элементом установки яв-

лялся емкостной аппарат 1 с эллиптическим дни-

щем. Аппарат был изготовлен из полипропилена 

диаметром 100 мм и высотой 140 мм. В состав уста-

новки также входили емкости для исходного 2 и 

очищенного 3 растворов, емкость для катионита в 

Na-форме 4, емкость для отработанного катионита 

5, дозаторы 6 и 7, ротаметр 8, центробежный насос 

9 и вентили 10 - 12. Для перемешивания суспензии 

раствор-ионит использовали двухлопастную ме-

шалку диаметром 50 мм и высотой лопасти 5 мм. 

Частота вращения мешалки составляла 5 с-1. Ча-

стота вращения мешалки была выбрана из предва-

рительных опытов, в которых установлено, что 

скорость ионного обмена практически не зависит 

от числа оборотов мешалки. 

Для проведения опытов в емкостной аппа-

рат 1 заливали дистиллированную воду. Затем 

включали мешалку и одновременно загружали в 

аппарат определенную навеску катионита в Na-
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форме и подавали в него исходный раствор из ем-

кости 2 с помощью насоса 9 и отрегенерированный 

катионит из емкости 4 с помощью дозатора 6. Рас-

ход раствора установили по ротаметру 8. Одновре-

менно из аппарата выводили самотеком очищен-

ный раствор в емкость 3 и отработанный катионит 

с помощью дозатора 7 в емкость 5. Через опреде-

ленные промежутки времени отбирали пробы рас-

твора на выходе из аппарата, которые анализиро-

вали на содержание в них ионов сорбированного 

вещества. Опыт заканчивался, когда аппарат выхо-

дил на стационарный режим. 

 

 
Рис. 1. Схема лабораторной установки 

Fig. 1. Scheme of the laboratory setup 

 

Для изучения нестационарных процессов 

ионного обмена использовали растворы сульфата 

меди с концентрацией Свх, равной 0,1-0,01 кг-экв/м3. 

Объемный расход раствора Q изменялся в интер-

вале от 1,5∙10-5 до 2,5∙10-5 м3/с. В качестве сорбента 

использовали сульфокислотный катионит Lewatit 

S–100 в Na-форме. Катионит был предварительно 

переведен в Na-форму в статических условиях раство-

ром хлористого натрия концентрацией 1,8 кг-экв/м3 и 

отмыт дистиллированной водой. Во всех опытах объ-

емный расход катионита Q  составлял 1,4∙10-6 м3/с. 

Объем раствора V внутри аппарата составлял 

9,5∙10-4, 9,4∙10-4 и 9,35∙10-4 м3, а катионита V  соот-

ветственно 5∙10-5, 6∙10-5 и 6,5∙10-5 м3, что соответ-

ствовало соотношениям V/V  = 19, 15,7 и 14,4. Для 

определения концентрации раствора сульфата 

меди использовали метод УФ-спектрометрии по 

поглощению при длине волны 590 нм. Для опреде-

ления оптической плотности раствора использо-

вали спектрофотометр U-2001 (Hitachi, Япония). 

Для анализа использовали кювету с длиной опти-

ческого пути 20 мм. 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Результаты экспериментальных и расчет-

ных исследований приведены на рис. 2-4, на кото-

рых по оси абсцисс указано время процесса, а по 

оси ординат – безразмерная концентрация раствора 

N(τ) = C(τ)/Свх.  

Как видно из представленных рис. 2-4, на 

форму кривых разгона оказывают определенное 

влияние объемный расход и концентрация исход-

ного раствора, а также соотношение твердой и 

жидкой фаз в аппарате. На первых стадиях про-

цесса наблюдается повышение концентрации рас-

твора внутри аппарата, что связано в основном с 

поступлением в аппарат исходного раствора. Затем 

наблюдается плавное уменьшение концентрации 

раствора вследствие ионообменной адсорбции сор-

бируемого вещества катионитом. Как видно из 

кривых разгона, увеличение объемного расхода 

раствора на входе в аппарат приводит к уменьше-

нию времени переходного процесса и увеличению 

концентрации раствора на выходе из аппарата. 

Также установлено, что соотношение катионита и 

раствора внутри аппарата в исследованном интер-

вале не оказывает существенного влияния на время 

установления стационарного режима. 

 

 
Рис. 2. Сравнение результатов расчета (кривые 1-3) и экспе-

риментальных данных (маркеры) процесса ионообменной 

сорбции меди: С0 = 0.срC  = 0; V = 9,4∙10-4 м3; V  = 6∙10-5 м3; 

Q = 2∙10-5 м3/с; Свх, кг–экв/м3: 1 – 0,1; 2 – 0,05; 3 – 0,01 

Fig. 2. Comparison of the results of calculation (curves 1-3) and 

experimental data (markers) of the process of ion-exchange sorp-

tion of copper: С0 = 0.срC  = 0; V= 9.4 ∙10-4 m3; V  = 6∙10-5 m3; 

Q = 2 ∙10-5 m3/s; Cim, kg-eq/m3: 1 – 0.1; 2 - 0.05; 3 - 0.01 

 

На рис. 2-4 также приведены в сравнении с 

экспериментальными данными результаты расчета 

с помощью разработанной математической модели 

для случая, когда 0.Cср = С0 = 0. Для расчетов были 

использованы следующие параметры ионообмен-

ных процессов: а0 = 1,2 кг-экв/м3; D ∙= 4,52∙10-11 м2/с 

и Kс = 2 при Свх = 0,1 кг-экв/м3; D ∙= 1,83∙10-11 м2/с 

и Kс = 3 при Свх = 0,05 кг-экв/м3; D ∙= 1,46∙10-11 м2/с 

и Kс = 6 при Свх = 0,01 кг-экв/м3 [20]. Средний диа-

метр зерен набухшего катионита составлял 5.1∙10-4 м.  
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Рис. 3. Сравнение результатов расчета (кривые 1-3) и экспери-

ментальных данных (маркеры) процесса ионообменной сорб-

ции меди: С0 = 0.срC  = 0; Свх = 0.1 кг–экв/м3;  V∙ = 9.4∙104  м3; 

V  = 6∙10-5 м3; Q∙105, м3/с: 4 – 1,5; 5 – 2; 6 – 2,5 

Fig. 3. Comparison of the results of calculation (curves 1-3) and 

experimental data (markers) of the process of ion-exchange sorption 

of copper: С0 = 0.срC  = 0; Cim = 0.1 kg-eq/m3; V = ∙9.4∙10-4 m3; 

V  = 6∙10-5 m3; Q∙105, m3/s: 4 – 1.5; 5 - 2; 6 - 2.5 

 

 
Рис. 4. Сравнение результатов расчета (кривые 1-3) и экспери-

ментальных данных (маркеры) процесса ионообменной сорбции 

меди: С0 = 0.срC  = 0; Свх = 0,1 кг–экв/м3; Q = 1,5∙10-5 м3/с; 

V/V  : 1 – 19; 2 – 15,7; 3 – 14,4 

Fig. 4. Comparison of the results of calculation (curves 1-3) and 

experimental data (markers) of the process of ion-exchange sorp-

tion of copper: С0 = 0.срC  = 0; Cim = 0.1 kg-eq/m3; Q= 1.5∙10-5, m3/s; 

V/V  : 1 – 19; 2 - 15.7; 3 - 14.4 

 

Коэффициент массоотдачи в растворе 

определяли по эмпирической зависимости [21]: 

31

206.0

3

4

504,0 Рr
d

d

D



















 з

з

,
  

(12)
 

где D – коэффициент диффузии вещества в 

растворе, м2/с; dз – диаметр набухшего зерна 

ионита, м; ε = N/(ρcV) – средняя скорость диссипа-

ции энергии; V – объем суспензии, м3; ν – кинема-

тический коэффициент вязкости раствора, м2/с; ρc 

– плотность суспензии; кг/м3; Pr = ν/D – число 

Прандтля; N – мощность, затрачиваемая на переме-

шивание, Вт; значение N определяется по опытным 

зависимостям N/(ρcn3dМ
5) = f(Reц) [22]; Reц = 

ρcndМ/μ – число Рейнольдса; dМ – диаметр ме-

шалки, м; n – частота вращения мешалки, 1/с; μ – 

динамический коэффициент вязкости раствора, Па∙с. 

Расчеты выполнены в системе компьютер-
ной математики Mathcad Prime 4. Сравнение рас-

четных и экспериментальных данных переходных 
процессов ионного обмена позволяет сделать вы-

вод об их удовлетворительной сходимости. Расхож-
дение расчета и эксперимента не превышает 14%. 

Результаты обработки экспериментальных 
данных сведены в таблицу, в которой приведены 

параметры переходных процессов ионного обмена. 
Опыты 1-3 проводили при различных концентра-

циях раствора (рис. 2), опыты 4-6 – при различных 
объемных расходах раствора (рис. 3) и опыты 7-9 – 

при различном соотношении объемов жидкой и 
твердой фаз в аппарате (рис. 4). 

 
Таблица 

Параметры переходного процесса 

Table. Parameters of transient processes 

Показатель Значение показателя 

Номер опыта 1 2 3 

Свых, кг-экв/м3 0,083 0,039 0,007 

Т, с 47 47 47 

τс, с 180 360 540 

Kоб 0,84 0,78 0,6 

R∙104, кг-экв/(м3/с) 17,87 8,23 1,28 

Номер опыта 4 5 6 

Свых, кг-экв/м3 0,072 0,078 0,084 

Т, с 63 47 37,6 

τс, с 120 180 240 

Kоб 0,72 0,78 0,84 

R∙104, кг-экв/(м3/с) 11,5 16,6 22,34 

Номер опыты 7 8 9 

Свых, кг-экв/м3 0,075 0,073 0,071 

Т, с 64 63 62 

τс, с 360 360 360 

Kоб 0,75 0,73 0,71 

R∙104, кг-экв/(м3/с) 11,84 11,52 11,39 

 

В опытах при изменении концентрации 

раствора на входе в аппарат наблюдается неизмен-

ность постоянной времени T. При этом с уменьше-

нием концентрации раствора на входе в аппарат Cвх 

происходит увеличение времени разгона τс и сни-

жение коэффициента передачи объекта Kоб, что 

позволяет сделать вывод о повышении способно-

сти ионообменной системы к самовыравниванию. 

Данный вывод также подтверждается уменьше-

нием значений максимальной скорости изменения 

концентрации раствора на выходе из аппарата R. 
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Из анализа данных, приведенных в таблице, 

установлено, что с повышением расхода раствора Q 

увеличивается интенсивность процесса, снижается 

степень очистки раствора, возрастают время раз-

гона τс, коэффициент передачи объекта Kоб, макси-

мальная скорость изменения концентрации рас-

твора R и снижается постоянная времени Т, что 

указывает на уменьшение инерционности ионооб-

менной системы, которая будет быстрее реагиро-

вать на регулирующее воздействие. Полученные 

данные позволяют перейти к выбору необходимых 

средств автоматического регулирования, т.е. к вы-

бору закона регулирования и соответствующего 

типа регулятора и его настроек. 

В опытах при изменении соотношения 

жидкой и твердой фаз в аппарате V/V  в исследо-

ванном интервале не происходит существенного 

изменения величин переходных параметров про-

цесса ионного обмена. 

Разработанная математическая модель мо-

жет быть рекомендована к применению для про-

гнозирования протекания процесса ионообменной 

сорбции в аппаратах с интенсивным перемешива-

нием суспензии катионит-раствор, например, в 

гидрометаллургии при разделении и выделении 

редкоземельных элементов, извлечении цветных и 

благородных металлов [23].  

ВЫВОДЫ 

В работе разработано математическое опи-

сание нестационарного процесса ионного обмена в 

емкостном аппарате непрерывного действия с ме-

шалкой, позволяющее прогнозировать время вы-

хода аппарата на стационарный режим. Адекват-

ность модели подтверждается удовлетворительной 

сходимостью результатов расчета с эксперимен-

тальными данными ионного обмена Cu2+ - Na+ на 

катионите Lewatit S-100. Установлены значения 

характеристик управляемости процесса ионного 

обмена в зависимости от концентрации и расхода 

раствора на входе в аппарат, а также соотношений 

объемов раствора и катионита внутри аппарата, ко-

торые позволяют судить об интенсивности пере-

ходного процесса, его инерционности и способно-

сти к самовыравниванию. 
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