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Процессы растворения и кристаллизации представляют собой массообменные яв-
ления, которые имеют целый ряд сложных физико-химических особенностей, и которые 
с большими трудностями поддаются теоретическому описанию в различных математи-

ческих моделях. Во время проведения процесса растворения кристаллы могут подвер-
гаться различным изменениям, таким как измельчение, соединение и рост кристаллов. В 
результате процесса массового растворения кристаллов может наблюдаться различная 

скорость перемещения отдельных граней, что может привести к их исчезновению. Эти 
явления представляют собой результат сложной динамики процесса растворения, кото-
рый включает в себя взаимодействия между молекулами растворителя и поверхностью 

кристалла. В данной работе было проведено изучение процесса массового растворения с 
использованием функции плотности распределения кристаллов по размерам. Была по-
ставлена задача получить аналитическое решение уравнения. Основным объектом иссле-

дования являлся диффузионный закон перемещения радиуса кристаллов сферической 
формы при периодическом режиме протекания процесса. В рамках данного исследования 
были получены аналитические решения для некоторых интересных практических слу-

чаев, связанных с процессом массового растворения кристаллов сферической формы и 
функцией плотности распределения кристаллов по размерам. Эти решения были опи-
саны в статье в виде математических формул и дополнены графическими данными, ха-

рактеризующими основные параметры процесса. Применение данных аналитических ре-
шений может быть полезно для более точного описания и улучшения самого процесса 
массового растворения. Оптимизация этого процесса позволит повысить его эффектив-

ность, обеспечить более точный контроль и эффективное использование реагентов. 
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The processes of dissolution and crystallization are mass transfer phenomena that have a 

number of complex physicochemical features, and which are very difficult to theoretically describe 

in various mathematical models. During the dissolution process, the crystals may undergo various 

changes, such as grinding, combining and crystal growth. As a result of the process of mass disso-

lution of crystals, different speeds of movement of individual faces can be observed, which can lead 

to their disappearance. These phenomena are the result of complex dynamics of the dissolution 
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process, which includes inter-actions between solvent molecules and the crystal surface. In this 

work, the process of mass dissolution was studied using the crystal size distribution density func-

tion. The task was set to obtain an analytical solution of the equation. The main object of the study 

was the diffusion law of movement of the radius of spherical crystals during a periodic process. As 

part of this study, analytical solutions were obtained for some interesting practical cases related to 

the process of mass dissolution of spherical crystals and the density function of crystal size distri-

bution. These solutions were described in the article in the form of mathematical formulas and 

supplemented with graphical data characterizing the main parameters of the process. The use of 

these analytical solutions can be useful for a more accurate description and improvement of the 

mass dissolution process itself. Optimizing this process will improve its efficiency, provide more 

precise control and efficient use of reagents. 

Key words: mass dissolution, distribution function, diffusion mode of dissolution process 
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ВВЕДЕНИЕ 

Процессы растворения широко использу-

ются в различных производственных отраслях, они 

играют ключевую роль в химической промышлен-

ности, фармацевтической и пищевой промышлен-

ности и других областях [1-14], по физической 

сущности они родственны процессам кристаллиза-

ции [15, 16]. В химической промышленности рас-

творение используется для смешивания реагентов 

и получения химических соединений. Растворение 

может быть основным этапом в процессах синтеза, 

очистки и разделения веществ. Например, раство-

рение может использоваться для получения рас-

творов солей, кислот, щелочей и других химиче-

ских соединений.  

Рост и растворение кристаллов – сложные 

физические явления, которые до настоящего вре-

мени не имеют полного теоретического описания. 

Взаимодействия между отдельными гранями кри-

сталлов, их перемещение и изменение формы ока-

зывают влияние на скорости роста различных гра-

ней, приводя к флуктуациям этих скоростей. По-

пытки теоретического описания различия в форме 

кристаллов от сферической и изменения их габи-

туса в процессе массовой кристаллизации до насто-

ящего времени имеют фрагментарный характер 

[17-19]. Часто исследователи вынуждены вводить 

некоторые упрощающие предположения. Традици-

онно, для описания кристаллов используется поня-

тие эквивалентного радиуса, который соответ-

ствует радиусу сферы с тем же объемом, что и кри-

сталл. Также в расчет принимается только незначи-

тельное количество показателей, влияющих на 

протекание процесса [20-21]. В представленной ра-

боте используется классическое одномерное опи-

сание кристаллов в виде эквивалентного радиуса, 

который соответствует сфере с равным объемом. 

ПОСТАНОВКА И АНАЛИЗ ЗАДАЧИ 

Традиционно рассматривается растворение 

монодисперсного состава кристаллов, что в первую 

очередь, связано с упрощением задачи. Здесь мы ис-

следуем полидисперсную систему, локализован-

ную в конечном интервале размеров кристаллов. 

Ставится задача получить аналитическое решение 

уравнения растворения. Перейдем к постановке за-

дачи. Пусть f(r, t) – функция плотности распреде-

ления кристаллов по размерам (ФПРКПР), имею-

щая следующий смысл: число кристаллов N, чьи 

размеры заключены в промежутке (r, r + r) в мо-

мент времени t равно N = f(r, t)r при малых зна-

чениях приращений интервалов размера r (см. 

рис. 1). Строго говоря для того, чтобы f можно 

было бы считать дифференцируемой функцией, 

число частиц в системе должно быть достаточно 

большим. Точнее в интервале размеров r, кото-

рый считается настолько малым (физически беско-

нечно малый интервал), что при выполнении пре-
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дельных переходов (например, вычислении произ-

водных) его можно было бы считать нулевым, со-

держится достаточно большое число частиц. Фак-

тически r не может быть математически беско-

нечно малым, поскольку относительное число частиц 

в этом интервале будет сильно флуктуировать. 

 

 
Рис. 1. Функция плотности распределения кристаллов по раз-

мерам f(r, t) 

Fig. 1. Density function of crystal size distribution f(r, t) 

 

Полное число частиц в кристаллизаторе со-

гласно определению ФПРКПР равно 

0

0

( ) ( ) ( ) .N t M t f r,t dr



  
 

Пределы интегрирования в приведенном 

соотношении выбраны из соображений упрощения 

записи последующих зависимостей. Верхний пре-

дел интегрирования в этой формуле принят беско-

нечным ради удобства записи различных выраже-

ний. Ясно, что бесконечно больших по размеру 

кристаллов не бывает. Реальный спектр размеров 

обращается в нуль при r > rm (rm – максимальный 

размер кристаллов). 

Уравнение для ФПРКПР в диффузионном 

режиме имеет вид [15, 21] 

 * ,  const,
f f

C C A
r

A
t r

   
   

      

(1)

 
где r – размер кристалла, t – время, C – текущая 

концентрация, C* – равновесное значение C. По-

стоянная A связана с рядом физико-химических па-

раметров, влияющих на процесс растворения. При 

растворении C* > C, для упрощения рассматриваем 

случай, когда C* >> C, то есть растворяемого веще-

ства мало и  изменение С в растворе пренебрежимо 

мало влияет на скорость растворения. Далее С ис-

ключаем из уравнения. 

Начальные значения f возьмем в виде пара-

болического «горба», точнее: 
2

0 *0
( ) α( )

t
f f r B r r


   

  
(2)

 
Считаем, что 𝑟∗ > √𝐵/𝛼. Соотношение (2) 

имеет место в интервале r- < r < r+ то есть между 

корнями выражения (2). Вне указанного интервала, 

значения функции f0 нулевые (см. рис. 2). Здесь 

* / αr r B   , 
* / αr r B   , B и – постоянные, 𝑟∗ 

– максимальный размер кристалла в выражении (2). 

 

 
Рис. 2. Начальная форма функции плотности распределения 

кристаллов по размерам, z = r/r 

Fig. 2. The initial form of the crystal size distribution density 

function, z = r/ r 

 

Для решения задачи (1), (2) удобно перейти 

к новой искомой функции и новым независимым 

переменным: 

2 *(ξ,λ) , ξ , λ 2
f

g r C At
r

   .
 

(3)
 

Можно несколько расширить формулу   t, 

на случай, когда желательно учесть изменение па-

раметра C во время процесса. Заменим множитель 

C*
 в множителе (C* + C0)/2, где C0 – начальное зна-

чение концентрации. 

В переменных (3) задача (1), (2) преобразу-

ется к виду 
2

2 2*0 0
00

α( ξ )(ξ )
, (ξ) , ξ .

ξ ξ ξ

B zg g f
g g r r

x   

  
     

   
(4)

 
При 𝑧−

2 > 𝜉  и 𝜉 > 𝑧+
2  значения 𝑔0  равны 

нулю. 

Решение задачи (4) определяется формулой 
2

*
0

α( ξ λ )
(ξ,λ) (ξ λ)

ξ λ

B r
g g

  
  



,   (5) 

которую легко проверить непосредственно. Пере-

ходя к переменным f, r, t, получаем решение задачи 

2 * 2

*2 *
( , ) α( 2 )

2

r
f r t B r C At r

r C At

    
    

(6)
 

В соответствующем интервале, где f > 0. 

Картина развития процесса представлена на рис. 3. 

При t = t1 > 0 ФПРКПР сместилось к началу 

координат, ее амплитуда за счет множителя 

2 *

12

r

r C At

уменьшилась. Число кристаллов оста-

лось тем же (неизменным), но размеры кристаллов 

уменьшились. Параметры примера подобраны так, 

чтобы четко проследить за непересекающимися 

«горбами» ФПРКПР. 
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Рис. 3. Вид функции плотности распределения кристаллов по 

размерам в различные моменты времени при n = 0,05, 

1 – t = 0; 2 – t = 0,55; 3 – t = 0,95 

Fig. 3. The form of the density function of the size distribution of 

crystals at different times at n = 0.05,1 – t = 0; 2 – t = 0.55;  

3 – t = 0.95 

 

Сохранение числа кристаллов, до опреде-

ленного момента, вытекает из уравнения (1) после 

интегрирования по r в пределе (a2, b3): 
1

1 1

1 1
1

* 0 const

r bb b

a ar a

d f
fdr C fdr

dt r





    
. 

Следует заметить, что после смены порядка 

интегрирования и суммирования в приведенном 

выражении появляется еще одно слагаемое, кото-

рое опущено из-за равенств f(a1, t) = f(b1, t) = 0. 

В момент времени t2 (кривая 3 на рис. 3) 

имеется только часть от начального количества 

кристаллов (область r < 0 не физическая). 

Полное растворение всех кристаллов си-

стемы произойдет, когда точка b3 на рис. 3 станет 

равна нулю. Из формулы (6) [или (5)] вытекает, что 

это произойдет при 
2

*

*

( / α)

2
k

r B
t

C A




  
(7)

 
– время завершения процесса растворения. 

Целесообразно представить полученные за-

висимости в безразмерном виде, чтобы четко выде-

лить соответствующие переменные и параметры, 

от которых, по существу, зависит протекание про-

цесса. Безразмерные параметры представим следу-

ющим образом: 

2 2

* * * *

, τ , ψ ,
α α

r f B
z n

r r r r


   

.
 

(8)
 

В таком случае формулы (6) и (7) запи-

шутся в виде 

2 2 2

2
ψ( ,τ) ( τ 1)

τ

z
z n z

z

    
 

 (9) 

2τ (1 )k n     (10) 

Рис. 3 реализован именно в безразмерных 

координатах (8). Кроме времени окончания про-

цесса, τк (10) в данной задаче можно выделить 

время, когда левый край «горба» достигнет точки 

r = 0, τ∗ = (1 – n)2
. Видим, как при этом изменяется 

форма ФПРКПР. Мы намерено выбрали вариант, 

когда на рис. 3 хорошо просматриваются раздельно 

«горбы» ФПРКПР. Если взять более малую раз-

ность между временами (например, τ0 и τ1), то эти 

горбы пересекаются. 

Важными характеристиками процесса яв-

ляются ФПРКПР: 

τ) ψ( , ) , 0,1,2.( ..

z

j

j

z

z z dz jM 




 
  

(11)

 
где z+ – правая граница «горба» и, соответственно, 

z- – левая. При j = 0 мы фактически имеем число 

частиц, т.е. M0 = N. Случай j = 1 связан с определе-

нием среднего размера кристаллов, а вариант j = 3 

с точностью до множителя 4π/3 определяет сум-

марный объем всех кристаллов в системе.  

Для отмеченных случаев интегралы (11) 

вычисляются аналитически. Например, при j = 0 

имеем 

3 2

*

2 3 2 3 2 20

4 / 3,  τ (1 ) τ
τ) τ)

2 / 3 τ ( τ 1) / 3,  (1 ) τ (
(

1 )
(

n n
N

n n n n n
M

   
  

       
(12)

 

Функция (12) представлена на рис. 4. Как 

уже выяснено, эта функция сохраняет постоянное 

значение вплоть до точки τ = τ∗. 
Для величины М3 вычисление соответству-

ющего интеграла (11) приводит к выражению: 
3

2 2 2

3

5
2 2 2 2 2

3 2 5

3
(τ) ( τ 1)[ τ τ τ

3 8

3 5
τ ln τ τ τ τ

8 6 24

5 2
τ ln τ ] .

16 5

z

z

z
M n z z z

z
z z z z z

z z z




       

       

   

(13)

 
Практически удобнее считать интеграл по 

квадратурной формуле системы MathCad, чем по 

достаточно громоздкой формуле (13). Для M1 

также можно привести аналитическую формулу. 

Приведем только связь между моментами M3 и M1: 

3
13

dM
M

dt
  ,

 
которая выводится после интегрирования уравне-

ния растворения, записанного через переменные ψ, 

z, τ: 

ψ ψ

τ z z

   
  

     
в пределах, охватывающих всю область, где 

ФПРКПР не нулевая. 

Следует заметить, что если мы возьмем 

вместо зависимости (2) монодисперсный состав 

ФПРКПР в начальный момент времени, т.е. f0(z) =  
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= N δ(z – 1), где N = 4 n3/3 – безразмерное число 

кристаллов, то при принятом законе для модифи-

цированного времени (3)  = 2СAt, процесс при та-

ких условиях будет протекать так же, как и в рас-

смотренной задаче до безразмерного момента вре-

мени  = (1-n)2. Далее функция плотности ФПРКПР 

будет сохранять свою δ-образную форму вплоть до 

одновременного растворения всех кристаллов. 

Заметим, что начальные значения момен-

тов могут быть определены из опыта, и соответ-

ствующие данные можно использовать для опреде-

ления параметров B, α, r начальной функции (2). 

Данная форма начального распределения кристал-

лов в аппарате является естественным обобщением 

монодисперсного состава, т.е. лучше приближена к 

практике и дает возможность проследить влияние 

множителя 1/r в диффузионном законе растворения. 

На рис. 4 представлены интегральные ха-

рактеристики процесса растворения, точнее мо-

менты ФПРКПР. При     к происходит каче-

ственное изменение кривых рис. 4. Отметим, что 

линия 3 до точки τ ≤  является прямой. 

 

 
Рис. 4 Интегральные характеристики процесса растворения 

как функции времени. 1 – M0 = N, 2 – M1, 3 – M2, 4 – M3 

Fig. 3 Integral characteristics of the dissolution process as a func-

tion of time. 1 – M0 = N, 2 – M1, 3 – M2, 4 – M3 

ВЫВОДЫ 

Исследован процесс массового растворе-

ния твердой дисперсной фазы. В качестве матема-

тической модели использовано описание на основе 

функции плотности распределения кристаллов по 

размерам при диффузионном законе роста радиуса 

кристалла сферической формы и периодическом 

режиме протекания процесса. Получены аналити-

ческие решения в некоторых интересных для прак-

тики случаях. Приведены графические данные для 

основных параметров процесса растворения. 

УСЛОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

N – число кристаллов в момент времени t  

T – время 

f(r, t) – функция плотности распределения 

кристаллов по размерам  

r – размер кристаллов 

r – интервал размеров кристаллов 

N – полное число частиц в кристаллизаторе 

C – текущая концентрация,  

C* – равновесное значение концентрации 

A – постоянная, связанная с физико-хими-

ческими параметрами, влияющими на процесс рас-

творения 

g – модифицированная ФПРКПР, опреде-

ляется зависимостью (3) 

B и – постоянные 

r – средний размер кристалла в начальный 

момент времени 

λ – определена зависимостью (3) 

ξ – вспомогательная переменная, опреде-

ленная зависимостью (3) 

z = r/r – безразмерный радиус кристалла, 

определен зависимостью (8) 

a1в1 – границы, в которых ФПРКПР от-

личны от нуля 

ψ – безразмерная ФПРКПР, определена 

формулами (8), (9) 

B, α, r – параметры, определяющие началь-

ную (при τ = 0) ФПРКПР см. зависимость (2) 
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