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Хаос (хаотические колебания, странные аттракторы) представляет собой апери-

одические изменения тех или иных параметров исследуемой динамической системы, ко-

торые отличаются от других видов колебаний (затухающих, незатухающих, многопери-

одических) необычно сложным, непредсказуемым динамическим поведением и могут 

наблюдаться в течение сколь угодно длительного времени. Из теории динамических си-

стем следует, что хаотические колебания могут быть описаны нелинейными системами 

обыкновенных дифференциальных уравнений с тремя и более независимыми перемен-

ными. До настоящего времени такие дифференциальные уравнения были использованы 

для построения кинетических моделей в рамках идеального закона действующих масс, 

описывающих хаотические колебания в гомогенных и гетерогенно-каталитических реак-

циях. Причем эти кинетические модели описывают хаотические колебания только для 

реакций, протекающих по нелинейным по промежуточным веществам стадийным схе-

мам. В данной статье исследована возможность описания хаотических колебаний линей-

ными системами обыкновенных дифференциальных уравнений с тремя независимыми пе-

ременными, которые в рамках неидеального кинетического закона Марселина-де Донде 

соответствуют линейным по промежуточным веществам стадийным схемам. Пока-

зано, что в реальных условиях, при выполнении закона Марселина-де Донде, кинетические 

модели линейных по промежуточным веществам механизмов позволяют описать как 

угодно сложное динамическое поведение каталитических реакций. Установлены четы-

рехстадийные линейные по промежуточным веществам схемы, кинетические модели ко-

торых описывают хаотические колебания реакций взаимодействия монооксидов азота и 

углерода (2NO + CO → N2O + CO2) и окисления монооксида углерода (2CO + О2 → 2CO2) на 

платиновых катализаторах с кинетикой Марселина-де Донде в изотермическом безгра-

диентном реакторе. 

Ключевые слова: каталитические реакции, стадийные схемы, кинетические модели, закон дей-
ствующих масс, кинетика Марселина-де Донде, хаос, изотермический безградиентный реактор 
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Chaos (chaotic oscillations, strange attractors) are aperiodic changes in certain parameters 

of the dynamic system under study, which differ from other types of oscillations (damped, un-

damped, multi-periodic) by unusually complex, unpredictable dynamic behavior, and can be ob-

served for an arbitrarily long time. From the theory of dynamical systems it follows that chaotic 

oscillations can be described by nonlinear systems of ordinary differential equations with three or 

more independent variables. Until now, such differential equations have been used to construct 

kinetic models within the framework of the ideal law of mass action, describing chaotic oscillations 
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in homogeneous and heterogeneous catalytic reactions. Moreover, these kinetic models describe 

chaotic oscillations only for reactions occurring according to stage schemes that are nonlinear with 

respect to intermediate substances. This article explores the possibility of describing chaotic oscil-

lations by linear systems of ordinary differential equations with three independent variables, which, 

within the framework of the nonideal Marcelin-de Donde kinetic law, correspond to stage schemes 

linear in intermediate substances. It is shown that in real conditions, when the Marcelin-de Donde 

law is satisfied, kinetic models of mechanisms linear in intermediate substances make it possible to 

describe any complex dynamic behavior of catalytic reactions. Four-stage linear schemes in inter-

mediate substances have been established, the kinetic models of which describe chaotic oscillations 

of the reactions of interaction between nitrogen monoxides and carbon monoxides (2NO + CO →  

→ N2O + CO2) and the oxidation of carbon monoxide (2CO + O2 → 2CO2) on platinum catalysts 

with Marcelin-de Donde kinetics in an isothermal gradientless reactor. 

Key words: catalytic reactions, stage schemes, kinetic models, law of mass action, Marcelin-de Donde 
kinetics, chaos, isothermal gradientless reactor 
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ВВЕДЕНИЕ 

Известно [1-4], что математические модели 

хаотических колебаний могут быть описаны нели-

нейными системами обыкновенных дифференци-

альных уравнений (ОДУ) с тремя и более незави-

симыми переменными. Классической гидродина-

мической моделью хаоса является «странный ат-

трактор» Лоренца [5], включающий три простых 

(на первый взгляд) ОДУ: х = –х + у, у = х – xz – 

– у, z = хy – z, где  = 10,  > 28,  = 8/3  константы 

(производные здесь и далее берутся по времени). 

Эти уравнения не связаны с химическими процес-

сами, но вызвали интерес многих исследователей к 

возможности описания хаотических колебаний в 

различных областях науки. Первый пример ис-

пользования аналогичных ОДУ в качестве моделей 

химических реакций был найден Росслером [6, 7]: 

х = –(y + z), у = х + ay, z = b + z(х  c), где a = 0.2, 

b = 0.2, c  4.2  константы. Дальнейшие исследо-

вания этой модели позволили в рамках закона дей-

ствующих масс (ЗДМ) описать хаотические коле-

бания в гомогенной химической реакции, которая 

позднее стала известна как механизм Вилламов-

ски-Росслера [8, 9]: 

1) A + X  2X, 

2) X + Y2Y, 

3) B + Y C,         (1) 

4) X + Z  D, 

5) E + Z  2Z, 

где A, B, C, D, E – основные вещества; X, Y, Z – 

независимые промежуточные вещества. Этот меха-

низм включает два маршрута I) A + B = C + D,  

II) A + E = D и в квазистационарных по основным 

веществам условиях описывается системой ОДУ 

х = w1х  w1х2  w2хy  w4хz, 

у = w2хy  w3y,        (2) 

z = w5z  w5z2  w4хz, 

где х, y, z – концентрации промежуточных веществ, 

безразмерные величины (б/р); wi и wi – частоты 

стадий в прямом и обратном направлениях (с1), 

включающие константы скоростей стадий и посто-

янные концентрации основных веществ. 

В [10-13] установлены более простые одно-

машрутные четырехстадийные схемы гомогенных 

реакций, полученные модификацией стадий схемы 

(1). Так, в [10] исследована нелинейная схема 

1) A + X  2X, 

2) X + Y 2Y,        (3) 

3) Z + Y  D, 

4) E + Z  2Z,  

с системой ОДУ при постоянстве концентраций ос-

новных веществ 

х = w1х  w2хy, 

у = w2хy  w3yz + w3,        (4) 

z = w3yz + w3 + w4z, 

описывающая хаос при определенных значениях 

частот стадий. В [11] показано, что схема с одной 

линейной по промежуточным веществам стадией 

1) A + X  2X, 

2) X + Y  2Y,        (5) 
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3) Z + Y  D, 

4) E  Z, 

описываемая системой ОДУ  

х = w1х  w1х2  w2хy, 

у = w2хy  w3yz,        (6) 

z = w3yz + w4, 

тоже демонстрирует хаос при постоянных концен-

трациях основных веществ. 

Отметим, что стадийные схемы и соответ-

ствующие им кинетические модели (1)-(6) могут 

быть использованы для описания хаотических ко-

лебаний только гомогенных химических реакций. 

В [12, 13] установлена одномаршрутная 

схема гетерогенно-каталитической реакции (ос-

новные вещества опущены) 

1) Q + X  2X, 

2) X + Y2Y,        (7) 

3) Z + Y 2Q, 

4) Q  Z, 

где X, Y, Z и Q  независимые промежуточные ве-

щества и свободные центры катализатора. Эта 

схема в рамках ЗДМ при постоянстве концентра-

ций основных веществ описывается системой ОДУ 

х = w1хq  w1х2  w2хy, 

у = w2хy  w3yz,        (8) 

z = w3yz + w4q, 

где х, y, z – концентрации промежуточных веществ; 

q = 1 – x  y  z концентрация свободных центров 

катализатора. 

В работах [14, 15] с применением инвари-

антных линейных, нелинейных и неавтономных 

преобразований координат проведено обобщение 

моделей Лоренца и Росслера. Показано, что полу-

ченные модели могут демонстрировать большое 

разнообразие хаотических режимов. Классифика-

ция большинства известных моделей хаоса прове-

дена в работах Спротта с соавторами [16-18]. Рас-

смотренные выше модели описывают хаотические 

режимы химических реакций, протекающих только 

по нелинейным механизмам. Целью данной статьи 

является исследование возможности описания хао-

тических колебаний кинетическими моделями ли-

нейных по промежуточным веществам каталитиче-

ских реакций, протекающих в безградиентном изо-

термическом реакторе в рамках неидеального за-

кона Марселина-де Донде (МДД) [13]. 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ 

Рассмотрим каталитическую реакцию, про-

текающую по элементарным стадиям 

∑aijAj  + ∑ijХj   ∑bijAj  + ∑ijХj, (9) 

где Аj – основные вещества (исходные реагенты и 

продукты реакции); Хj – промежуточные вещества; 

i – номер стадии; j – номер реагента; aij, bij и ij,  

ij – стехиометрические коэффициенты основных и 

промежуточных веществ. Динамика этой реакции в 

изотермическом безградиентном реакторе идеаль-

ного смешения (РИС) в квазистационарных по ос-

новным веществам условиях описывается систе-

мой обыкновенных дифференциальных уравнений 

(ОДУ) [19]: 

xj = i(ij  ij)ri,  xj(t0) = xj0,  (10) 

где xj(t)  текущие концентрации промежуточных 

веществ, безразмерные (б/р); xj0  начальные кон-

центрации промежуточных веществ (начальные 

условия, н.у.); t  время (с); ri(w+i,, wi, fj)  скорости 

стадий (с1); w+i, wi  частоты стадий в прямом и 

обратном направлениях, включающие концентра-

ции основных веществ (с1); fj  кинетические 

функции неидеальности реагентов, fj = 0 при xj = 0 

(б/р). В каталитических реакциях выполняется за-

кон сохранения катализатора (ЗС) 

j xj = 1.      (11) 

В стационарном состоянии (с.с.) хj
 = lim xj(t) 

при t  для уравнений (10) выполняются ра-

венства 

xj = 0.        (12) 

Необходимые условия хаоса. Точные крите-

рии, гарантирующие возникновение хаоса, не из-

вестны [1-4], поэтому приведем лишь некоторые 

их характерные признаки (необходимые условия) 

для системы (10), (11): 1) число независимых про-

межуточных веществ n  3; 2) существуют не-

устойчивые с.с., в которых матрица частных про-

изводных по концентрациям промежуточных ве-

ществ (матрица Якоби) 

J  (xj/xk),    j, k = 1, 2, …        (13) 

имеет собственное число (с.ч.)  с положительной 

действительной частью 

Re  > 0;        (14) 

3) устойчивые с.с. недостижимы при заданных н.у. 

(абсолютная неустойчивость) [20, 21]; 4) показа-

тели Ляпунова Lj (сигнатура) при больших време-

нах (t  ) принимают значения с разными зна-

ками и их сумма отрицательна jLj < 0. Для трех-

мерных автономных ОДУ знаковая сигнатура (+, 

0, ) при L1 + L2 + L3 < 0 соответствует странному 

аттрактору и доказывает существование хаотиче-

ских колебаний [3, 4]. 

Как отмечено выше, в рамках классической 

идеальной кинетики ЗДМ только нелинейные че-

тырех- и более стадийные механизмы могут опи-

сывать хаос в химических реакциях. Поэтому для 

установления линейных механизмов необходимо 
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исследовать стационарные и динамические харак-

теристики реакций с тремя и более независимыми 

промежуточными веществами, протекающих по 

неклассическим кинетическим законам. Покажем, 

что системы ОДУ четырехстадийных линейных ка-

талитических реакций, отдельные стадии которых 

протекают по неидеальному кинетическому закону 

МДД, могут описывать хаотические режимы. 

Кинетика МДД. Рассмотрим вначале кине-

тический закон МДД [13], согласно которому ско-

рости стадий (9) описываются уравнениями 

ri = exp(jijj)  exp(jijj),  (15) 

j = ln fj,   (16) 

где j  химические (с точностью до множителя) по-

тенциалы промежуточных веществ, б/р. С учетом 

(15), (16) кинетические уравнения (10) запишутся 

xj = ∑i(ij ij)[k+ijexp(ijj)  

 kiПjexp(ijj)]  (17) 

Достаточными условиями термодинамич-

ности этой неидеальной модели являются симмет-

рия матрицы Якоби для химических потенциалов 

M  (j/Ak) = (k/Aj), j, k = 1, 2,  (18) 

и неотрицательность ее главных миноров (положи-

тельная определенность) 

gj  detp(M)  0,  (19) 

где det – определитель; p = 1, 2, …  порядок опре-

делителя. 

Примем следующие дополнительные пред-

положения к кинетике МДД: химические потенци-

алы реагентов j, зависящие согласно (16) от кине-

тических функций fj неидеальности промежуточ-

ных веществ, могут изменяться в ходе реакции под 

воздействием индуцированного влияния других 

промежуточных веществ. Это означает, что функ-

ции fj могут быть различными в разных стадиях ре-

акции, если они не противоречат естественным фи-

зическим требованиям. 

Покажем, что при таких допущениях хао-

тическая динамика возможна даже в каталитиче-

ских реакциях, протекающих по четырехстадий-

ным линейным схемам в изотермическом реакторе 

идеального смешения, с иллюстрацией этих схем 

на примерах реакций взаимодействия монооксидов 

азота и углерода и окисления монооксида угле-

рода, для которых экспериментально обнаружены 

хаотические режимы протекания на платиновых 

катализаторах [22, 23]. 

Пример 1. Рассмотрим последовательную 

схему превращений, полученную путем линеариза-

ции схемы (7), т.е. заменой всех нелинейных ста-

дий на линейные (основные вещества опущены) 

1) Q  X, 

2) X  Y,       (20) 

3) Y  Q, 

4) Q  Z, 

где X, Y, Z и Q  независимые промежуточные ве-

щества и свободные центры катализатора. С уче-

том неидеальной кинетики МДД (15)-(17) меха-

низм (20) в квазистационарных по основным веще-

ствам условиях описывается системой ОДУ 

х = w1f 1)
q  w1f 1)

x  w2f 2)
x, 

у = w2f 2)
x  w3f  3)

y , z = w4f 4)
q  w4f4)

z, (21) 

   q = w1f 1)
q + w1f 1)

x + w3f  3)
y   w4f 4)

q + w4 f 4)
z, 

где верхние индексы соответствуют номерам ста-

дий реакции. В этой системе ЗС (3) сохраняется x 

+ y + z + q = 1, т.е. одно из промежуточных веществ 

является линейно зависимым и соответствующее 

ему уравнение может быть опущено. Зададим сле-

дующие кинетические функции неидеальности, от-

вечающие естественным физическим требованиям 

f 1)
q = xq, f 1)

x  = х2, f 2)
x  = хy, 

 f 3)
y = yz, f 4)

q = q, f 4)
z = yz.  (22) 

Анализ показал, что система (21), (22) при 

определенных значениях частот стадий и н.у. опи-

сывает сложные апериодические колебания, рис. 1. 

Анализ уравнений стационарности (12) для 

системы ОДУ (21), (22) показал, что при приведен-

ных на рис. 1 значениях частот стадий существуют: 

два граничных с.с.: x = 0, y = 0, z = 1, q = 0 

(устойчивый узел) и x = 0, y = 1, z = 0, q = 0 

(седло  неустойчивое с.с.); два внутренних не-

устойчивых с.с. (фокуc и узел). При выбранных 

н.у. единственное устойчивое с.с. становится недо-

стижимым (абсолютная неустойчивость). 

Анализ показателей Ляпунова с помощью 

компьютерной программы matds [24] при приве-

денных в подписи к рис. 1 величинах частот стадий 

и н.у. для модели (21), (22) при t = 100 показал, что 

L1  0.4082; L2  0.0079  0; L3  20.9169. По-

скольку L1 + L2 + L3 < 0, то такая знаковая сигнатура 

доказывает существование странного аттрактора. 

Таким образом, модель (21), (22) удовлетворяет пе-

речисленным выше необходимым условиям хаоса 

и показанные на рис. 1 колебания являются хаоти-

ческими. 

Химические потенциалы для кинетических 

функций (22) запишутся µ1)
x = ln х2, µ2)

x = ln хy, µy =  

= ln yz, µz = ln yz, µ1)
q = ln xq, µ4)

q = ln q. Матрица 

Якоби M для этих потенциалов положительно 

определена и может быть симметричной. Учиты-

вая, что условия термодинамичности (18), (19) не 

являются необходимыми, можно считать, что мо-
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дель неидеальной кинетики (21), (22) не противо-

речит также термодинамическим ограничениям. 

Схеме (20) соответствует, например, следу-

ющий механизм взаимодействия монооксидов 

азота и углерода (2NO + CO  N2O + CO2) на пла-

тиновых металлах 

1) NO + Q  QNO,  

2) CO + QNO  QN + CO2,    (23) 

3) NO + QN  Q + N2O,  

4) Q  Z, 

в котором Q – центры катализатора, QNO = Х и  

QN = Y – промежуточные вещества, Z  буферное 

вещество [25]. 

 

 
а 

 
б 

Рис. 1. Хаотические колебания в реакции, протекающей по 

схеме (20), описываемой моделью (21), (22) при w1 = 50,  

w2 = 200, w3 = 100, w4 = w-1 = 1, w-4 = 100 (w-4 ≈ w3) и н.у.  

x0 = y0 = z0 = 0.1: а - x(t); б - фазовый портрет 

Fig. 1. Chaotic oscillations in a reaction proceeding according to 

scheme (20) described by model (21), (22) at w1 = 50, w2 = 200, 

w3 = 100, w4 = w-1 = 1, w-4 = 100 (w-4 ≈ w3) and i.c.  

x0 = y0 = z0 = 0.1: а - x(t); б - phase portrait 
 

Пример 2. Рассмотрим типовой четырех-

стадийный линейный механизм (основные веще-

ства опущены) 

1) Q  X, 

2) X  Y,       (24) 

3) Y  Z, 

4) Z  Q, 
описываемый системой ОДУ 

х = w1f 1)
q  w1f 

 1)
x  w2f 2)

x, 

у = w2f 2)
x  w3f 3)

y , z = 

= w3f 3)
y  w4f 4)

z + w4f
 4)

q,  (25) 
в которой кинетические функции имеют вид 

f 1)
q = xq, f  1)

x  = х2, f 2)
x  = хy, 

f 3)
y = yz, f 4)

z = yz, f 4)
q = q.       (26) 

Система (25), (26) при определенных значе-
ниях частот стадий также описывает сложные апе-
риодические колебания, рис. 2. 

 

 
а 

 
б 

Рис. 2. Хаотические колебания в реакции, протекающей по 
схеме (24), описываемой моделью (25), (26) при w1 = 50,  

w2 = 200, w3 = 100, w4 = 200, w-1 = 1, w-4 = 1 (w4 ≈ 2w3, w-4 ≈ w-1) 
и н.у. x0 = y0 = z0 = 0.1: а - x(t); б - фазовый портрет 

Fig. 2. Chaotic oscillations in a reaction proceeding according to 
scheme (24) described by model (25), (26) at w1 = 50, w2 = 200, 
w3 = 100, w4 = 200, w-1 = 1, w-4 = 1 (w4 ≈ 2w3, w-4 ≈ w-1) and i.c. 

x0 = y0 = z0 = 0.1: а - x(t); б - phase portrait 
 

Стационарные характеристики системы 
ОДУ (25), (26) аналогичны предыдущему примеру. 
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При приведенных в подписи к рис. 2 величинах ча-
стот стадий и н.у. единственное устойчивое с.с. 
становится недостижимым (абсолютная неустой-
чивость), а показатели Ляпунова принимают значе-

ния L1  0.3806; L2  0.0015  0; L3  16.2111, что 
доказывает существование странного аттрактора. 
Таким образом, модель (25), (26) также удовлетво-
ряет необходимым условиям хаоса и приведенные 
на рис. 2 колебания являются хаотическими. 

Схема (24), может быть использована для 
описания хаотических режимов в реакции окисле-

ния монооксида углерода (2CO + О2  2CO2) на 
платиновых металлах 

1) O2 + Q  QO2, 

2) QO2 + СO  QO + СО2,    (27) 

3) QO + CO  QCO2, 

4) QCO2  Q + CO2, 

в которой Q – свободные центры поверхности ката-

лизатора; QO2, QO и QCO2 – промежуточные веще-

ства на поверхности катализатора. 

ВЫВОДЫ 

В рамках неидеального кинетического за-

кона МДД показана возможность описания хаоти-

ческих колебаний в каталитических реакциях, про-

текающих по линейным четырехстадийным схе-

мам в безградиентном изотермическом реакторе. 
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