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Предложена математическая модель процесса высвобождения целевого компо-

нента из капсулированной гранулы с набухающей полимерной оболочкой. Модель позво-

ляет прогнозировать степень выделения целевого компонента и размер капсулы в произ-

вольный момент времени. Модель базируется на двух дифференциальных уравнениях мо-

лекулярной диффузии с соответствующими граничными условиями. Первое уравнение 

описывает перенос воды через слой полимерного покрытия внутрь капсулы. Второе урав-

нение характеризует диффузию целевого компонента через слой покрытия в окружаю-

щую среду. Граничные условия изменяются в зависимости от периода процесса: про-

питки слоя покрытия водой, растворения твердого ядра целевого компонента, окружен-

ного насыщенным раствором, и уменьшения концентрации раствора внутри капсулы по-

сле исчезновения твердого ядра. В отличие от других, данная модель учитывает зависи-

мость скорости высвобождения целевого компонента от влагосодержания слоя покры-

тия. Дополнительные соотношения позволяют рассчитать текущий объем и радиус кап-

сулы, давление и растягивающее напряжение внутри оболочки. Модель позволяет также 

прогнозировать начало неконтролируемого выделения целевого компонента при дости-

жении критического значения растягивающего напряжения и разрыва оболочки. Для про-

верки адекватности математической модели в лабораторном аппарате с фонтанирую-

щим слоем получены гранулы карбамида с эластичным покрытием из акрилового поли-

мера. Проведен эксперимент по высвобождению карбамида из капсулированных гранул в 

воде в статических условиях. Получены зависимости степени выделения карбамида и ра-

диуса гранул от времени процесса. Сопоставление значений, прогнозируемых по матема-

тической модели, и экспериментальных данных показало их хорошее соответствие. 

Среднеквадратичное отклонение для степени высвобождения карбамида составило 

0,011, для радиуса гранулы 0,027 мм. 

Ключевые слова: математическая модель, капсулированная частица, целевой компонент, высво-
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A mathematical model of an active component release from swelling polymer-coated gran-

ule is proposed. The model predicts the degree of an active component release and the size of the 

capsule at any given time. The model is based on two differential equations of molecular diffusion 

with corresponding boundary conditions. The first equation describes the transfer of water through 

the polymer coating layer into the capsule. The second equation characterizes the diffusion of an 

active component through the coating layer into the environment. The boundary conditions vary 

depending on the release process period: impregnation of the coating layer with water, dissolution 

of the fertiliser solid core surrounded by a saturated solution and a decrease in the concentration 

of the solution inside the capsule after the total dissolution of the solid core. Unlike well-known 

models, this model takes into account the dependence of the release rate of an active component on 

the moisture content of the coating layer. Additional relationships allow to calculate the current 

volume and radius of the capsule, pressure and tensile stress inside the shell. The model also makes 

it possible to predict the onset of uncontrolled release of an active component when the critical 

value of the tensile stress and rupture of the shell is reached. Urea granules with an acrylic 

polymer elastic coating were obtained in a spouted bed laboratory apparatus in order to verify 

the adequacy of the mathematical model. Urea release experiment was carried out in water under 

static conditions. The dependences of the degree of urea release and the radius of granules on 

the process time are obtained. Comparison of the calculated and experimental data showed their 

good agreement. The standard deviation for the degree of urea release was 0.011 and for the 

granule radius it was 0.027 mm. 

Keywords: mathematical model, coated particle, active component, release, rate, swelling, predicting 
 
 

 

ВВЕДЕНИЕ 

Ожидается, что растущее население мира 

увеличит спрос на минеральные удобрения для повы-

шения урожайности сельскохозяйственных культур 

и обеспечения продовольственной безопасности. 

Однако существуют проблемы, связанные с низкой 

эффективностью использования питательных ве-

ществ минеральных удобрений и связанные с этим 

экологические риски. Потенциальным решением 

проблем могут стать удобрения с контролируемым 

высвобождением, поскольку их состав позволяет 

синхронизировать высвобождение питательных 

веществ в соответствии с потребностями растений. 

Это позволяет существенно снизить потери удоб-

рений и повысить их эффективность [1-9]. Анализ 

кинетики высвобождения целевых компонентов из 

капсулированных гранул имеет первостепенное 

значение для разработки новых удобрений с регу-

лируемым выделением питательных веществ. Од- 

нако экспериментальные методы занимают много 

времени и трудоемки. Методы математического 

моделирования позволяют прогнозировать высво-

бождение питательных веществ из капсулирован-

ных удобрений за более короткое время и с мень-

шими затратами [10, 11].  

Предложены как феноменологические, так 

и эмпирические математические модели этого про-

цесса [12-20]. Однако эти модели были разрабо-

таны исходя из предположения, что покрытие не 

набухает. Поэтому они ограниченно применимы в 

отношении прогнозирования высвобождения целе-

вого компонента из гранулы с набухающим поли-

мерным покрытием. В работе [21] рассматривается 

математическая модель процесса высвобождения 

питательного компонента из гранулы удобрения с 

набухающим полимерным покрытием. Для расчета 

потока воды через слой покрытия внутрь гранулы 

авторы использовали уравнение, применяемое при 

моделировании процесса обратного осмоса. Оно 
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включает коэффициент гидродинамической про-

ницаемости для воды, разность осмотического дав-

ления растворов по обе стороны мембраны, коэф-

фициент отражения мембраной растворенного 

компонента. Таким образом, для определения по-

тока воды требуется определение трех параметров. 

Высвобождение питательного компонента описы-

вается законом Фика. Кроме того, модель не учи-

тывает начальный период – пропитку полимерного 

покрытия водой. 

В данной работе предлагается математиче-

ская модель процесса высвобождения целевого 

компонента из капсулированной гранулы, ком-

плексно описывающая все периоды процесса и 

учитывающая увеличение размера капсулы вслед-

ствие набухания.  

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ПРОЦЕССА  
ВЫСВОБОЖДЕНИЯ ЦЕЛЕВОГО КОМПОНЕНТА  
ИЗ ГРАНУЛЫ С ЭЛАСТИЧНОЙ ПОЛИМЕРНОЙ 

ОБОЛОЧКОЙ 

Для построения математической модели 

рассмотрим процесс выделения целевого компо-

нента из гранулы с начальным радиусом R0, покры-

той полимерной оболочкой толщиной п (рис. 1). 

Принята следующая физическая картина процесса. 

В индукционный период в интервале времени от 0 

до τ0 происходит пропитка слоя покрытия водой. В 

этот период отсутствует перенос целевого компо-

нента через слой покрытия. Данный процесс про-

должается до достижения на внутренней поверхно-

сти пленки концентрации воды, соответствующей 

ее объемной доле в насыщенном растворе: 𝑊𝑅 = 

= 𝑊нас = 𝜌𝑤(1 − Снас/𝜌к). Во второй период про-

цесса выделения, когда на внутренней поверхности 

покрытия образуется пленка насыщенного рас-

твора, начинается диффузия целевого компонента 

через слой покрытия. При этом диффузия воды 

внутрь гранулы продолжается. Вокруг твердого 

ядра растет слой насыщенного раствора целевого 

компонента. Поскольку полимерная оболочка об-

ладает определенными селективными свойствами, 

диффузионный поток воды jw внутрь гранулы 

больше, чем поток целевого компонента jк из гра-

нулы. Происходит накопление воды в полимерной 

капсуле. Радиус эластичной полимерной капсулы 

R увеличивается. Размер твердого ядра Rт умень-

шается (рис. 1). Третий период процесса наступает 

после полного растворения ядра. В этот период 

концентрация раствора внутри капсулы Cгр снижа-

ется с течением времени. 

 
Рис. 1. Схема процесса выделения целевого компонента из 

гранулы, покрытой эластичной оболочкой: 1 – твёрдое ядро; 

2 – эластичная оболочка; 3 – насыщенный раствор целевого 

компонента; jw – поток воды; jк – поток целевого компонента 

Fig. 1. The scheme of an active component release from a granule 

coated with an elastic shell: 1 – solid core; 2 – elastic shell;  

3 – saturated solution of an active component; jw is the water dif-

fusive flux; jk – is an active component diffusive flux 

Концентрация целевого компонента Cs в 

окружающей гранулу жидкости постоянно увели-

чивается. Ввиду малой толщины слоя покрытия по 

сравнению с размером гранулы (п << R0) он рас-

сматривается как плоская пластина. Диффузия це-

левого компонента возможна только в слое покры-

тия, пропитанном водой. 

Диффузия воды через слой покрытия 

внутрь капсулы описывается уравнением  

𝜕𝑊

𝜕𝜏
= 𝐷𝑤

𝜕2𝑊

𝜕𝑟2
, R < r < Rп,        (1) 

где W – концентрация воды в слое покрытия, кг/м3; 

Dw – эффективный коэффициент диффузии воды в 

слое покрытия, м2/с; время, с. 

Для описания процесса диффузии целевого 

вещества через слой покрытия применено уравне-

ние диффузии в пористой среде: 

∂(𝜀⋅С)

∂𝜏
= 𝐷к

∂2(𝜀⋅С)

∂𝑟2
, R < r < Rп.         (2) 

В этом уравнении С – концентрация целе-

вого компонента в растворе, кг/м3; Dк – эффектив-

ный коэффициент диффузии целевого компонента, 

м2/с; ε =W/ρw – объемная доля жидкости в покры-

тии; ρw – плотность воды.  

При записи граничных условий для уравне-

ния (1) предполагалось, что на внешней поверхно-

сти пленки покрытия устанавливается равновесное 

значение концентрации воды: 

𝑊(𝑅п, 𝜏) = 𝐾𝑤𝜌𝑤 (1 −
С𝑠

𝜌к
),        (3) 

где Kw – коэффициент распределения, ρw – плот-

ность воды, ρк – плотность целевого компонента,  

Сs – концентрация целевого компонента в рас-

творе, окружающем твердое ядро, кг/м3. 

Перенос влаги через внутреннюю поверх-

ность слоя покрытия в течение периода пропитки 

отсутствует, т.е. 

𝜕𝑊(𝑅,𝜏)

𝜕𝑟
= 0 при W < Wнас.  (4) 

δп 
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Перенос компонентов в растворе осуществ-

ляется значительно быстрее, чем в слое покрытия. 

Перенос в слое покрытия лимитирует суммарный 

процесс переноса. На основании этого предполага-

ется, что во втором и третьем периодах процесса 

выделения целевого компонента на внутренней по-

верхности покрытия устанавливается равновесное 

значение концентрации воды: 

𝑊(𝑅, 𝜏) = 𝐾𝑤𝜌𝑤 (1 −
С(𝑅,𝜏)

𝜌к
) при Сгр < ρк.  (5) 

При записи граничного условия для урав-

нения (2) на внутренней поверхности покрытия 

предполагается равенство концентраций раствора 

целевого компонента внутри капсулы и на поверх-

ности покрытия: 

С(𝑅, 𝜏) = 𝜌нас при Сгр ≥ ρнас,  (6) 

С(𝑅, 𝜏) = 𝜌гр при Сгр < ρнас.  (7) 

Условие (6) справедливо в период раство-

рения твердого ядра гранулы, а условие (7) после 

его полного растворения. 

Граничное условие на наружной поверхно-

сти пленки покрытия записывается из предположе-

ния, что на ней происходит массообмен по закону 

массоотдачи: 

𝑗к = −
𝐷𝑤

𝜌𝑤

∂[𝑊(𝑅п,𝜏)⋅𝐶(𝑅п,𝜏)]

∂𝑟
= 𝛽[𝐶(𝑅п, 𝜏) − С𝑠], (8) 

где jк – плотность массового потока целевого ком-

понента в окружающую гранулу жидкости, 

кг/(м2·c); β – коэффициент массоотдачи от наруж-

ной поверхности в объем жидкости, м/с. Из теории 

массопередачи известно, что для неподвижных ча-

стиц сферической формы 𝑆ℎ =
𝛽𝑑п

𝐷к𝑤
= 2 . Коэффи-

циент массоотдачи выражаем из критерия 

Шервуда, получим: 
𝛽=2𝐷к𝑤

𝑑п
=

𝐷к𝑤

𝑅п
, где Dкw – коэф-

фициент диффузии целевого компонента в воде, dп 

– наружный диаметр капсулы. 

Концентрация целевого компонента в окру-

жающей жидкости находится из уравнения: 

𝜕𝐶𝑠

𝜕𝜏
=

𝑗к𝐹гр

𝑉𝑠
,       (9) 

где Fгр = 4Rп
2 – площадь поверхности капсулиро-

ванной гранулы, Vs – объем окружающей жидко-

сти. При τ = 0 Cs = 0. 

Условная величина концентрации целевого 

компонента внутри капсулы Сгр, которая по физи-

ческому смыслу представляет собой отношение 

массы целевого компонента внутри капсулы к объ-

ему капсулы, используется для определения гра-

ниц разных периодов процесса: 

∂𝐶гр

∂𝜏
=

−3𝑗к

𝑅
.  (10) 

Уравнение для нахождения объема кап-

сулы имеет вид: 

𝑑𝑉к

𝑑𝜏
= 4𝜋𝑅2 (

𝐷к

𝜌𝑤𝜌к

∂[𝑊(𝑅,𝜏)⋅𝐶(𝑅,𝜏)]

∂𝑟
+

𝐷к𝑤

𝜌𝑤

∂𝑊(𝑅,𝜏)

∂𝑟
). (11) 

В этом уравнении первое слагаемое в пра-

вой части – объемный поток целевого компонента 

из капсулы, второе слагаемое объемный поток 

воды внутрь капсулы. 

Далее определяем текущий радиус капсулы 

𝑅 = √
3𝑉к

4𝜋

3
.      (12) 

Вследствие накопления воды внутри поли-

мерной капсулы происходит увеличение ее объема, 

а внутри капсулы создается гидростатическое дав-

ление. Из-за сопротивления полимерной оболочки 

увеличению объема в ней возникает растягиваю-

щее напряжение. Для сферической геометрии дав-

ление внутри капсулы связано с растягивающим 

напряжением в оболочке в соответствии с уравне-

нием [21]:  

Δ𝑃 =
2⋅𝛿⋅𝜎

𝑅
,        (13) 

где δ – толщина оболочки; R – радиус гранулы. 

Растягивающее напряжение зависит от де-

формации в оболочке гранулы ξ. Для сферической 

гранулы имеет место следующая зависимость: 

𝜎 = 𝐸
𝜉

1−𝜈
,        (14) 

где Е – модуль упругости; ν – коэффициент  

Пуассона. 

Деформация оболочки ξ представляет со-

бой отношение прироста радиуса ΔR к начальному 

радиусу R0. 

𝜉 =
Δ𝑅

𝑅0
.       (15)

 

Избыточное давление внутри капсулы с уче-

том этих соотношений может быть записано следу-

ющим образом: 

Δ𝑃 =
2⋅𝛿⋅Е(𝑅−𝑅0)

𝑅⋅𝑅0(1−𝜈)
.           (16) 

Определив давление внутри капсулы, 

можно рассчитать растягивающее напряжение:  

𝜎 =
Δ𝑃⋅𝑅

2⋅𝛿
.      (17) 

Таким образом, система уравнений (1)-(17) 

представляет собой математическую модель про-

цесса выделения целевого компонента из капсули-

рованной гранулы с набухающей полимерной обо-

лочкой, описывающая все периоды этого процесса 

и прогнозирующая текущий размер капсулы. Для 

решения системы уравнений математического опи-

сания использовался метод конечных разностей. 
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ПРОВЕРКА АДЕКВАТНОСТИ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 

МОДЕЛИ И ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Экспериментальные данные для проверки 

математической модели получены при наблюде-

нии за высвобождением карбамида из гранул с по-

крытием из акрилового полимера. Нанесение по-

крытия осуществлялось путем распыливания вод-

ной эмульсии полимера на псевдоожиженный слой 

гранул [22]. Для обеспечения равномерности рас-

пределения материала покрытия по поверхности 

частиц использовался аэрофонтанный аппарат ла-

бораторного масштаба [23-25]. Эксперименталь-

ное исследование кинетики выделения питатель-

ных веществ из капсулированных гранул карба-

мида проводилось в водной среде в статическом 

режиме. В закрытые емкости, содержащие 50 мл 

дистиллированной воды, помещались навески 5 г 

капсулированных гранул. С определенной перио-

дичностью из этих емкостей отбирались пробы 

раствора карбамида для измерения его концентра-

ции. Отбираемый объем, составляющий 1 мл, заме-

нялся дистиллированной водой. Концентрация 

карбамида в растворе определялась рефрактомет-

рическим методом. Применялся рефрактометр 

марки ИРФ-454 Б2М. Значения показателя прелом-

ления раствора, измеренные на рефрактометре, по 

калибровочному графику переводились в значения 

массовой концентрации карбамида в растворе. Для 

построения зависимости показателя преломления 

раствора карбамида от его концентрации предвари-

тельно были определены значения показателя пре-

ломления у растворов карбамида известных кон-

центраций. Значения степени выделения карба-

мида из капсулированных гранул находились как 

отношение текущей концентрации раствора карба-

мида к его максимальной концентрации, достижи-

мой при полном растворении ядра гранулы.  

На рис. 2 представлены данные по кинетике 

выделения карбамида из гранул с набухающим по-

крытием из акрилового полимера в воде. Толщина 

оболочки 0,2 мм, начальный радиус гранул 2 мм, 

эффективный коэффициент диффузии карбамида 

через слой покрытия 6·10-14 м2/с. Коэффициент 

диффузии воды через полимерную оболочку 

6·10-13 м2/с. Эффективные коэффициенты диффу-

зии карбамида и воды определялись в соответствии 

с методикой, изложенной в работе [17]. Непрерыв-

ные линии – прогноз по математической модели, 

точки соответствуют экспериментальным данным. 

Рассчитывалось среднеквадратичное отклонение 

опытных значений степени выделения от расчет-

ных. Среднеквадратичная ошибка составила 0,011. 

Имеет место хорошее соответствие расчетных и 

экспериментальных данных. 

Диаметр гранулы с покрытием определяли 

микрометром. При каждом определении измеряли 

три диаметра из разных осевых плоскостей и реги-

стрировали средние значения. График рис. 3 харак-

теризует изменение размера капсулы во времени. 

Предложенная модель прогнозирует линейную за-

висимость между рассчитанным радиусом гранул 

и временем. Измеренный радиус гранул очень бли-

зок к расчетному значению. Среднеквадратичная 

ошибка составила 0,027 мм. Увеличение радиуса 

гранулы тем больше, чем больше эффективный ко-

эффициент диффузии воды в слое покрытия и тем 

меньше, чем меньше эффективный коэффициент 

диффузии целевого компонента. 
 

 
Рис. 2. Изменение степени выделения карбамида из капсули-

рованных гранул во времени 

Fig. 2. Changes in the degree of urea release from encapsulated 

granules over time 
 

 
Рис. 3. Зависимость радиуса капсулы от времени. Непрерыв-

ная линия – расчет, точки – эксперимент 

Fig. 3. The capsule radius vs. time. Solid line – simulation data, 

points – experimental data 

 

Имеет место хорошее соответствие расчет-

ных и экспериментальных данных. 

С течением времени растет избыточное 

давление внутри капсулы (рис. 4).  
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Рис. 4. Изменение избыточного давления внутри капсулы во 

времени 

Fig. 4. Overpressure inside the capsule vs. time 

 

При достижении критического значения 

растягивающего напряжения (σ > σкр) происходит 

разрушение капсулы и начинается неконтролируе-

мое выделение целевого компонента – почти вер-

тикальный участок кривой на графике рис. 2.  

ВЫВОДЫ  

Таким образом, разработана математиче-

ская модель процесса выделения целевого компо-

нента из набухающей капсулированной гранулы, 

позволяющая прогнозировать степень выделения 

целевого вещества, радиус набухающей капсулы в 

заданный момент времени и начало режима некон-

тролируемого выделения. Проверка адекватности 

модели выполнена с помощью экспериментальных 

данных по кинетике выделения карбамида из по-

крытых полимерными оболочками гранул. Модель 

адекватно описывает экспериментальные данные, 

полученные авторами статьи.  
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