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Статья посвящена исследованию процессов ионообменной сорбции ионов цинка в 

аппарате с плотным движущимся слоем ионита. Предложено математическое описа-

ние процесса ионного обмена с учетом следующих упрощающих допущений: равновесие 

процесса описывается уравнением изотермы адсорбции Никольского; скорость ионного 

обмена лимитируется внутренней диффузией; структура движения раствора и ионита 

в аппарате описывается моделью идеального вытеснения; концентрация раствора на 

входе в аппарат является линейной функцией времени. В соответствии с принятыми до-

пущениями разработано математическое описание процесса, включающее уравнение ма-

териального баланса аппарата по раствору, уравнение изотермы адсорбции, уравнение 

кинетики диффузии, а также начальные и граничные условия. Решение задачи выполнено 

методом интервально-итерационного анализа. Для проверки адекватности разработан-

ной модели реальному процессу были проведены экспериментальные исследования неста-

ционарных процессов ионообменной сорбции ионов цинка на сульфокислотном катио-

ните КУ-2-8 в лабораторном аппарате непрерывного действия. Концентрация исходного 

раствора повышалась по линейному закону. При проведении исследований были сняты 

кривые изменения концентрации раствора по высоте аппарата и выходные кривые ион-

ного обмена. Сравнение результатов расчета и эксперимента позволило сделать вывод об 

адекватности разработанного математического описания реальному процессу. Расхож-

дение расчета и эксперимента не превышает 12%. Даны рекомендации по практическому 

применению полученных зависимостей. 
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The article is devoted to the study of processes of ion-exchange sorption of zinc ions in a 

dense moving ion exchanger bed apparatus. A mathematical description of the ion exchange pro-

cess is proposed, taking into account the following simplifying assumptions: the process equilib-

rium is described by the Nikolskogo adsorption isotherm equation; the rate of ion exchange is lim-

ited internal diffusion; the structure of the movement of the solution and the ion exchanger in the 

apparatus is described by the ideal displacement model. In accordance with the accepted assump-

tions, a mathematical description of the process is formulated, including the material balance equa-

tions for a solution, the equation of the adsorption isotherm, the equation of diffusion kinetics, as 

well as the initial and boundary conditions. The solution of the problem is carried a piecewise-

iteration method. To test the adequacy of the developed model to the real process, experimental 

studies of processes of ion-exchange sorption of heavy metal ions on the КУ-2-8 sulfonic acid cat-

ion exchanger in a laboratory dense moving ion exchanger bed apparatus. The concentration of 

the initial solution increased linearly. During the research, curves of changes in solution concen-

tration along the height of the apparatus and output ion exchange curves were taken. Comparison 

of the results of calculation and experiment made it possible to conclude that the developed math-

ematical description is adequate to the real process. The discrepancy between the calculation and 

the experiment does not exceed 12%. Recommendations are given on the application of the obtained 

dependences for practical application. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Согласно существующей классификации, 
ионообменное оборудование можно разделить на 
аппараты периодического и непрерывного дей-
ствия [1-4]. Среди непрерывно действующих аппа-
ратов отметим аппараты с плотным движущимся 
слоем ионита, которые, по сравнению, например, с 
традиционными ионитовыми фильтрами, имеют 
ряд неоспоримых преимуществ: 1) в аппарате нет 
зон с «неработающим» ионитом; 2) в процессе ион-
ного обмена участвует одновременно вся масса 
ионита; 3) необходимое количество ионита в ап-
парате в 2-15 раз меньше, чем в ионитовом филь-
тре и др. 

Аппараты непрерывного действия должны 
работать в неизменном во времени режиме. Однако 
на практике, например, при пуске аппарата, нали-
чии внешних возмущений, связанных с условиями 
подачи или отвода ионита и раствора, изменении 
состава фаз и других случаях имеет место нестаци-
онарное протекание процесса [5, 6]. 

Настоящая статья посвящена теоретиче-
скому и экспериментальному исследованию неста-
ционарного процесса ионного обмена в колонном 

аппарате непрерывного действия в условиях, когда 
источником нестационарности служит изменение 
во времени концентрации раствора, поступающего 
на очистку. Данный случай является наиболее ха-
рактерным при очистке сточных вод промышлен-
ных предприятий [7, 8]. 

ОПИСАНИЕ ЛАБОРАТОРНОЙ УСТАНОВКИ 

Рассмотрим процесс ионообменной сорб-
ции ионов целевого компонента в ионообменной 
установке, представленной на рис. 1.  

Основным элементом установки является ко-

лонный аппарат с прямоточным движение ионита и 

раствора 1, в верхней части которого находятся па-

трубок с тангенциальным вводом исходных рас-

твора и ионита, а также распределительная ре-

шетка с проходным сечением 26%. В нижней части 

расположены коническое днище с патрубком и 

дренажное устройство для вывода соответственно 

отработанного ионита и очищенного раствора. Ап-

парат был изготовлен из органического стекла диа-

метром 0,035 м и высотой 0,3 м. 

Для дозирования ионита применяли доза-

торы кранового типа (рис. 2). Дозатор состоит из 

корпуса 1 со штуцерами 4 для ввода и вывода 
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ионита и раствора, плоской крышки 2 и пробки 3, 

имеющей форму усеченного конуса со сквозным 

отверстием, в середине которого установлена сетка 

6 с размером ячейки меньшим, чем диаметр ча-

стицы ионита. Сверху пробки 3 установлен вал 5, к 

которому передается через муфту необходимое 

вращение от вала электродвигателя с редуктором 

(на рис. 2 не показан). 

 

 
Рис. 1. Схема лабораторной установки: 1 – аппарат с плотным 

движущимся слоем ионита; 2 – емкость для исходного рас-

твора; 3 – ротаметр; 4 – емкость для исходного ионита;  

5 – трубка с диафрагмой; 6 и 7 – дозаторы; 8 – емкость;  

9 – насос; 10 и 11 – вентили 

Fig. 1. Diagram of the laboratory installation: 1 – apparatus with a 

dense moving ionite layer; 2 – container for the initial solution;  

3 – rotameter; 4 – container for the initial ionite; 5 – tube with di-

aphragm; 6 and 7 – dispensers; 8 – container; 9 – pump; 10 and 

11 – valves 

 

 
Рис. 2. Схема дозатора ионита (повернуто): 1 – корпус;  

2 – крышка; 3 – пробка; 4 – штуцер; 5 – вал; 6 – сетка 

Fig. 2. The scheme of ionite dispenser (rotated): 1 – housing;  

2 – lid; 3 – plug; 4 – fitting; 5 – shaft; 6 – mesh 

Во время работы дозатора (рис. 2) пробка 3 

вращается в корпусе 1 по часовой стрелке. В мо-

мент времени, когда сквозное отверстие в пробке 3 

находится в вертикальном положении, ионит по-

ступает через верхний штуцер в сквозное отвер-

стие, где задерживается с помощью сетки 6. В дру-

гой момент времени, когда сквозное отверстие в 

пробке 3 находится в горизонтальном положении, 

в левый штуцер поступает исходный раствор, кото-

рый выталкивает из отверстия ионит через штуцер, 

находящийся с противоположного конца дозатора. 

Для проведения опытов в ионообменный 

аппарат 1 загружали определенное количество 

ионита высотой Н, а затем с помощью насоса 9 и 

дозатора 6 непрерывно подавали в верхнюю его 

часть соответственно исходный раствор с объем-

ным расходом Q и концентрацией Свх, а также от-

регенерированный ионит с объемным расходом �̄�. 

При движении раствора и ионита сверху вниз осу-

ществлялся процесс ионного обмена. Очищенный 

раствор и отработанный ионит удалялись в нижней 

части аппарата. После выхода аппарата на неиз-

менный во времени режим концентрацию раство-

ренного вещества в растворе повышали по линей-

ному закону. При проведении опытов проводили 

отбор проб раствора на входе в аппарат и по его 

высоте, в которых определяли содержание ионов 

сорбируемого компонента. Для опытов использо-

вали растворы хлорида цинка с концентрацией 

0,05, 0,1, 0,2 кмоль-экв/м3 и сульфокислотный ка-

тионит КУ-2-8 в Н-форме. Концентрацию ионов 

цинка в растворе определяли титрованием трило-

ном Б в присутствии ацетатного буфера и индика-

тора ксиленолового оранжевого [9]. 

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

Для расчета процесса ионного обмена в 

прямоточном аппарате с плотным движущимся 

слоем ионита предложено математическое описа-

ние. Сформулируем основные упрощающие допу-

щения: 1) равновесие ионного обмена описывается 

уравнением изотермы Никольского; 2) скорость 

ионного обмена лимитируется внутренней диффу-

зией; 3) структура движения раствора и ионита в 

аппарате описывается моделью идеального вытес-

нения; 4) концентрация раствора на входе в аппа-

рат является линейной функцией времени; 5) дви-

жение раствора и ионита совпадают с направле-

нием аксиальной координаты 0х. 

Для решения задачи будем использовать 

метод интервально-итерационного анализа [10, 11]. 

В соответствии с данным методом разобьем слой 

ионита на ряд слоев небольшой высоты Δхi и время 
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всего процесса представим рядом последовательно 

соединенных малых временных интервалов Δτj. 

Согласно рекомендаций [12], высота небольшого 

слоя ионита должны быть достаточно большой по 

сравнению с размером частиц, но в то же время 

настолько малой, чтобы можно было принять фи-

зические условия процесса постоянными. Для i – 

ой высоты слоя ионита и j – ого временного интер-

вала уравнение нелинейной изотермы ионного об-

мена Никольского 

�̃̃� =
(𝐶вх−С𝑝.𝑖.𝑗)

2
С𝑝.𝑖.𝑗

(𝑎0−С𝑝.𝑖.𝑗)
2

С𝑝.𝑖.𝑗

,  (1) 

заменяем линейной аппроксимацией, а именно урав-
нением касательной в точке с координатами 

(𝐶𝑝.𝑖,𝑗, �̄�𝑝.𝑖,𝑗) 

�̄�p.i,j = 𝑚𝐶p.i,j + 𝑏,  (2) 

где а0 – обменная емкость ионита, кмоль–экв/м3; С 

– концентрация раствора, кмоль–экв/м3; �̄�  – кон-
центрация сорбируемого вещества в ионите, 

кмоль–экв/м3; �̃̃�  – концентрационная константа 
равновесия; m и b – коэффициенты; индексы: вх – 
входящий, р – равновесный. 

Коэффициенты m и b в уравнении (2) имеют 
следующие значения 

𝑚 = (𝐶вх
2 − 𝐶p.𝑖,𝑗

2 ) 

 [−
1

2𝐶p.𝑖,𝑗
2 �̃̃�

+
2�̃̃�𝐶p.𝑖,𝑗𝑎0+(𝐶вх−𝐶p.𝑖,𝑗)

2

2�̃̃�𝐶p.𝑖,𝑗
2 (𝐶вх−𝐶p.𝑖,𝑗)√4�̃̃�𝐶p.𝑖,𝑗𝑎0+(𝐶вх−𝐶p.𝑖,𝑗)

2
]; 

𝑏 = 𝑎0 +
(𝐶вх − 𝐶p.𝑖,𝑗)

2

2�̃̃�𝐶p.𝑖,𝑗
− 

−√(𝑎0 +
(𝐶вх − 𝐶p.𝑖,𝑗)

2

2�̃̃�𝐶p.𝑖,𝑗
)

2

− 𝑎0
2 − 

−(𝐶вх − 𝐶p.𝑖,𝑗)
2
 

[−
1

2𝐶p.𝑖,𝑗
2 �̃̃�

−
2�̃̃�𝐶p.𝑖𝑎0+(𝐶вх−𝐶p.𝑖,𝑗)

2

2�̃̃�𝐶p.i,𝑗(𝐶вх−𝐶p.𝑖,𝑗)√4�̃̃�𝐶p.𝑖,𝑗𝑎0+(𝐶вх−𝐶p.𝑖,𝑗)
2
](3) 

Уравнение материального баланса по рас-
твору для слоя ионита небольшой высоты имеет 
вид: 

𝜀
𝜕 𝐶𝑖.𝑗

𝜕 𝜏
+ 𝜀𝑣 

𝜕 𝐶𝑖.𝑗

𝜕 𝑥
+ (1 − 𝜀)𝑤

𝜕 �̄�𝑐𝑝.𝑖.𝑗

𝜕 𝑥
= 0, (4) 

где v – скорость раствора, м/с; w – скорость ионита, 
м/с; х – координата, м; ε – порозность; τ – время, с; 
индекс: ср – средний. 

Начальное и граничные условия к уравне-
нию (4): 

(𝑥, 0) = 𝐶0.𝑖.𝑗;   (5) 

(0, 𝜏) = 𝐶вх.𝑖.𝑗 + 𝑘𝜏;  (6) 

(0, 𝜏) = �̄�𝑐𝑝.вх.𝑖.𝑗,  (7) 

где С0.i.j – начальная концентрация раствора, 

кмоль-экв/м3; �̄�𝑐𝑝.вх.𝑖.𝑗  – концентрация сорбируе-

мого вещества в ионите на входе в i-ый слой сор-
бента и j-ый временной интервал; k – действитель-
ное число. 

В качестве уравнения для расчета локаль-
ной концентрации сорбируемого вещества в ча-
стице сферической формы используем решение 
уравнения диффузии при граничных условиях пер-

вого рода [10] с учетом замены переменной 𝜏 =
𝑥

𝑤
: 

�̄�𝑖.𝑗(𝑟, 𝑥) − �̄�cp.вх.i.j

�̄�р.𝑖.𝑗 − �̄�cp.вх.i.j
= 

= 1 − ∑ 2(−1)𝑛+1
𝑟0 𝑠𝑖𝑛(𝜇𝑛

𝑟

𝑟0
)

𝜇𝑛𝑟
∞
𝑛=1 𝑒

−𝜇𝑛
2 �̄�𝑥

𝑟0
2𝑤, (8) 

где �̄� – коэффициент диффузии сорбируемого ве-
щества в ионите, м2/с; r0 – радиус частицы ионита, 
м; r – координата по радиусу частицы ионита, м; μn 
= nπ. 

Уравнение связи между �̄�cp.i.j и �̄�i.j|𝑟=𝑟0
:  

𝑤
∂�̄�cp.i.j

∂𝑥
= 3

�̄�

𝑟0

∂�̄�i.j

∂𝑟
|
𝑟=𝑟0

.     (9) 

Уравнение материального баланса (4) пре-
образуем с учетом уравнения связи (9), и затем 
подставляем в него уравнение кинетики (8). Полу-
ченное уравнение после дифференцирования по r 
примет вид: 

𝜀
𝜕 𝐶𝑖.𝑗

𝜕 𝜏
+ 𝜀𝑣 

𝜕 𝐶𝑖.𝑗

𝜕 𝑥
+ 6(1 − 𝜀) 

(�̄�𝑝.𝑖.𝑗 − �̄�𝑐𝑝.вх.𝑖.𝑗)
�̄�

𝑟0
2∑ 𝑒

−𝜇𝑛
2 �̄�𝑥

𝑟0
2𝑤∞

𝑛=1 = 0. (10) 

Для решения уравнения (10) с начальным 
(5) и граничным (6) условиями использовали метод 
интегральных преобразований Лапласа относи-
тельно переменной τ [13]. В результате решения 
получено следующее выражение: 

𝑁𝑖,𝑗(𝑥, 𝜏) =

{
  
 

  
 𝑁0.𝑖,𝑗 +

6�̄�𝜏(1−𝜀)

𝑟0
2𝜀

(�̄�p.𝑖,𝑗−�̄�cp.вх.i.j)

𝐶вх.i.j
∑ 𝑒

−𝜇𝑛
2 �̄�𝑥

𝑟0
2𝑤при 0 ≤ 𝜏 ≤

𝑥

𝑤
;∞

𝑛=1

1 +
6�̄�𝜏(1−𝜀)

𝑟0
2𝜀

(�̄�p.𝑖,𝑗−�̄�cp.вх.i.j)

𝐶вх.i.j
∑ 𝑒

−𝜇𝑛
2 �̄�𝑥

𝑟0
2𝑤 +∞

𝑛=1

+[
𝑘

𝐶вх.i.j
−
6�̄�(1−𝜀)

𝑟0
2𝜀

(�̄�p.𝑖,𝑗−�̄�cp.вх.i.j)

𝐶вх.i.j
] (𝜏 −

х

𝑣
)  при 𝜏 ≻

𝑥

𝑤
,

   (11) 
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где  
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ji
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xC
xN

вх.
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 ,  

ji,

ji
ji

С

C
xN

вх.

,.
,. ,

0
0  . 

Уравнение (11) позволяет рассчитать рас-

пределение сорбируемого вещества по высоте i-ого 

слоя ионита и j-ого временного интервала. Данное 

уравнение отражает закономерности движения 

фронта концентрационной волны, распространяю-

щегося от источника возмущения, находящегося на 

входе раствора и ионита в аппарат. При этом вол-

новой фронт представляет собой поверхность, от-

деляющую часть слоя ионита, до которой уже до-

шли изменения концентрации раствора (τ ˃  х/w), от 

другой части слоя ионита, в которой возмущения 

еще не возникли (τ ˂ х/w). Распределение концен-

трации раствора по всей высоте аппарата в любой 

момент времени получают путем сопряжения ре-

шений для всех небольших слоев ионита ∆х и ма-

лых временных интервалов ∆τ. С помощью 

найденной зависимости возможно также рассчи-

тать выходную кривую ионного обмена. 

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Для выполнения расчетов с помощью раз-

работанной математической модели необходимо 

иметь надежные данные равновесия и кинетики 

процесса ионного обмена. На рис. 3 представлены 

изотермы ионного обмена Zn2+ - H+, снятые в дина-

мических условиях [14]. 

 

 
Рис. 3. Изотермы ионного обмена Zn2+–H+ на катионите  

КУ-2-8: Свх, кмоль-экв/м3: 1 – 0,05; 2 – 0,1; 3 – 0,2 

Fig. 3. Ion exchange Zn2+ - H+ isotherm on the cation exchanger 

KU-2-8: Сinp, kmole-eqv/m3: 1 – 0.05; 2 – 0.1; 3 – 0.2 

 

Из рис. 3 видно, что с уменьшением сум-

марной концентрации раствора крутизна кривых 

возрастает. Данный факт указывает на влияние эф-

фекта электроселективности, состоящего в том, 

что при сорбции катионов, имеющих более высо-

кий заряд, чем десорбируемые из ионита катионы, 

предпочтение для сорбируемых катионов умень-

шается с увеличением концентрации раствора. 

Экспериментальные изотермы ионного обмена были 

обработаны в рамках модели сорбции Николь-

ского. Найденные значения динамической обмен-

ной емкости катионита а0 и концентрационные 

константы равновесия �̃̃�  приведены в таблице. 

Здесь же показаны основные параметры работы 

прямоточного аппарата непрерывного действия.  

 
Таблица 

Ионный обмен в аппарате непрерывного действия с 

прямоточным движением фаз 

Table. Ion exchange in a continuous apparatus with co-

current movement of phases 

Наименование показателя Значение показателя 

Свх, кмоль-экв/м3 0,05 0,1 0,2 

k∙105, кмоль-экв/(м3∙с) 1,66 1,82 2 

�̄�∙107, м3/с 1,5 2,2 3 

Q∙106, м3/с 5,52 

Н, м 0,15 

а0, кмоль-экв/м3 1,6 

𝐾 1,5 1,2 0,8 

ε 0,4 

r0∙104, м 2,6 

∆х, м 0,01 

∆τ, с 10 

 

На рис. 4 представлены типичные для про-

цесса адсорбции кривые распределения безраз-

мерной концентрации ионов цинка в растворе  

 (N = C(х)/Cвх) по высоте аппарата, полученные 

при проведении эксперимента в стационарных 

условиях.  

 

 
Рис. 4. Распределение безразмерной концентрации ионов Zn2+ 

в растворе по высоте аппарата: Свх, кмоль-экв/м3: 1 – 0,05;  

2 – 0,1; 3 – 0,2 

Fig. 4. Distribution of the dimensionless concentration of Zn2+ 

ions in the solution along the height of the apparatus: Сinp, kmole-

eqv/m3: 1 – 0.05; 2 – 0.1; 3 – 0.2 
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В начале процесса наблюдается резкое сни-

жение концентрации раствора в связи с интенсив-

ным поглощением ионов Zn2+ катионитом. Затем 

по мере движения раствора и катионита по высоте 

аппарата процесс замедляется в связи с постепен-

ным насыщением сорбента, уменьшением концен-

трации раствора и повышением его кислотности. 

Эта неоднородность концентрационных условий 

находит свое отражение в кинетике процесса. Для 

процесса ионного обмена характерно изменение 

коэффициента внутренней диффузии в зависимо-

сти от степени отработки ионита. Согласно теоре-

тическим представлениям Гельфериха [15], его ве-

личина зависит от соотношения концентраций про-

тивоионов в ионите. Скорость процесса определя-

ется теми ионами, концентрация которых меньше. 

Поэтому для расчета целесообразно использовать 

не постоянный, а переменный коэффициент внут-

ренней диффузии, учитывающий неоднородность 

различных элементарных слоев ионита.  

Для расчета коэффициента внутренней 

диффузии использовали уравнение, предложенное 

Константиновым В.А. [16]: 

�̄� = 𝑎𝐶𝑞 + 𝑝,        (12) 

где а, q и р – коэффициенты. 

Из анализа экспериментальных данных 

процесса ионного обмена Zn2+–Н+ на катионите 

КУ-2-8 [17-21] найдены значения коэффициентов, 

входящих в уравнение (12): а = 1,3∙10-10; q = 2,2 и 

р = 1,2∙10-11. 

Для проверки адекватности разработанной 

математической модели реальному процессу были 

проведены экспериментальные исследования ион-

ного обмена в прямоточном аппарате при линей-

ном изменении концентрации раствора на входе в 

аппарат. Значения действительного числа k, входя-

щего в уравнение (6), для исследованных концен-

траций раствора приведены таблице. 

На рис. 5 приведены экспериментальные 

выходные кривые ионного обмена Zn2+–H+ в пря-

моточном аппарате. Согласно полученным данным 

во всех опытах изменение концентрации раствора 

на выходе из аппарата начинается в среднем через 

минуту от начала изменения концентрации рас-

твора на входе в аппарат. При этом выходная кри-

вая обращена выпуклостью вниз, что указывает на 

увеличение скорости ионообменного процесса в 

связи с повышением концентрации раствора на 

входе в аппарат. На рис. 5 также приведены расчет-

ные выходные кривые. Расхождение расчетных и 

экспериментальных данных не превышает 12%. 

 

 
Рис. 5. Выходные кривые ионного обмена Zn2+–H+ в аппарате 

с прямоточным движением ионита и раствора: Свх, кмоль-

экв/м3: 1, 2 – 0,05; 3, 4 – 0,1; 5, 6 – 0,2. 1, 3, 5 – эксперимен-

тальные данные; 2, 4, 6 – расчетные кривые 

Fig. 5. Output curves of Zn2+–H+ ion exchange in an apparatus 

with direct flow of ionite and solution: Сinp, kmole-eqv/m3:  

1 – 0.05; 2 – 0.1; 3 – 0.2. 1, 3, 5 – experimental data; 2, 4, 6 – cal-

culated curves 

 

ВЫВОДЫ 

Для описания нестационарного процесса 

ионного обмена в аппарате с прямоточным движе-

нием ионита и раствора предложено математиче-

ское описание, учитывающее нелинейность равно-

весной зависимости, внутридиффузионную кине-

тику обмена ионов между фазами и линейное изме-

нение концентрации раствора на входе в аппарат. 

Удовлетворительное совпадение результатов рас-

чета с экспериментальными данными по ионооб-

менной очистке растворов от ионов цинка сульфо-

кислотным катионитом КУ28 позволяет реко-

мендовать разработанную математическую модель 

для практического применения. 
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