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Целью данной работы является дальнейшее развитие аналитической теории 

ионного обмена в области решения краевых задач нестационарного переноса вещества в 

телах канонической формы c учетом изменения концентрации раствора и характера дви-

жения фаз в аппарате проточного типа. Предложено математическое описание процесса 

ионообменной очистки раствора на частицах ионита цилиндрической формы в аппарате 

проточного типа. При разработке математического описания использовались следующие 

допущения: ионит является монодисперсным, начальное распределение вещества в ионите 

равномерное, равновесие ионообменного процесса описывается уравнением изотермы ад-

сорбции Генри, скорость процесса лимитируется как внутренней, так и внешней диффузи-

ей, структура потока жидкой фазы в аппарате описывается моделью идеального переме-

шивания, в аппарат поступает раствор с постоянным объемным расходом и постоянной 

концентрацией вещества, кинетические и гидродинамические параметры процесса явля-

ются постоянными величинами. Математическое описание включает следующие уравне-

ния: уравнение диффузии целевого компонента в зерне ионита, уравнение изотермы ионно-

го обмена, уравнение для определения средней концентрации вещества в частице ионита, 

уравнение материального баланса аппарата идеального смешения проточного типа, 

начальные и граничные условия. Для решения поставленной задачи был использован метод 

интегральных преобразований Лапласа. Полученное уравнение позволяет проанализировать 

влияние объемного расхода раствора, подаваемого в аппарат, соотношения объемов твер-

дой и жидкой фаз в аппарате, диаметра частицы и других параметров процесса на распре-

деление концентрации вещества по внутренней координате твердого тела. Разработанная 

математическая модель используется для исследования десорбции ионов меди из модифи-

цированного поликапроамидного волокна раствором серной кислоты. 

Ключевые слова: ионный обмен, аппарат идеального смешения проточного типа, математиче-

ская модель 
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The objective of this study is to elaborate the analytical theory of ion exchange in the field 

of solving the boundary value problems of non steady state mass transfer in solids with a canoni-

cal form taking into account a change in the concentration of the solution and the character of 

movement of the phases in a flow apparatus. The mathematical description of the process of ion-

exchange solution purification on ionite particles of cylindrical shape in a batch flow apparatus 

was developed. At the developing mathematical description the following assumptions were used: 

the ionite is monodisperse, uniform initial distribution of substances in the ionite, the ion ex-

change equilibrium is described by Henry equation, the rate of the process is limited by both in-

ternal and external diffusion, the flow pattern of the liquid phase in the apparatus is described by 

the perfect mixing model, the solution with the constant volumetric flow rate and the constant 

concentration of the substance  is supplied to the apparatus, kinetic and hydrodynamic process 

parameters are constants. Mathematical description includes the following equations: the diffu-

sion equation of ionite, isotherm equation ion exchange, the equation for average concentration 

of the substance in the ionite, the material balance equation for a perfect mixing flow apparatus, 

initial and boundary conditions. To solve boundary value problem, we use the integral Laplace 

transformations. The obtained equation allows to analyze the effect of the volumetric flow rate of 

the solution supplied to a flow apparatus, the ratio of the volumes of solid and liquid phases in the 

apparatus, the diameter of the particle, and other parameters of the process on the concentration 

distribution of a substance along the internal coordinate of the solid. The developed mathematical 

model is used to study the desorption of copper ions from the modified polycaproamide fiber with 

sulfuric acid solution. 
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Для описания кинетики ионного обмена 

применяется целая иерархия математических мо-

делей разной степени детализации и сложности 

[1-6]. В простейшем случае обмен ионами между 

ионитом и раствором представляет собой сово-

купность диффузионных процессов и химической 

реакции обмена ионов, которая протекает практи-

чески мгновенно [1]. Аналитическое решение за-

дачи нестационарной диффузии, лимитируемой 

внутренним и внешним сопротивлениями массо-

переносу, при линейной изотерме адсорбции и 

постоянной концентрации раствора для тела ка-

нонической формы (бесконечной пластины, бес-

конечного сплошного цилиндра, шара) может 

быть получено по аналогии с известной задачей о 

поглощении теплоты твердым телом при гранич-

ных условиях третьего рода [7-9]. В работах [10] 

приведены решения для неселективного обмена 
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(линейная изотерма) для ограниченного объема 

раствора при смешаннодиффузионной кинетике. 

Математические модели массообмена между 

твердой и жидкой фазами в аппарате полуперио-

дического действия (периодического по твердой 

фазе и непрерывного по жидкой) полного смеше-

ния приведены в [11, 12]. Ранее авторами получе-

ны аналитические решения задач о нестационар-

ных полях концентрации в твердом теле пластин-

чатой формы [13] и шаре [14], помещенных в ап-

парат полного смешения проточного типа. Данная 

работа является продолжением начатых в работах 

[13, 14] исследований и посвящена математиче-

скому моделированию ионного обмена на ионите 

в форме бесконечного цилиндра в полупериоди-

ческом процессе. На рис. 1 показана схема работы 

емкостного аппарата проточного типа с мешал-

кой, в котором протекает процесс регенерации 

ионита. Перед началом процесса в аппарат поме-

щаются раствор объемом V с начальной концен-

трацией С0 и ионит объемом V  с начальной кон-

центрацией целевого компонента 0C . С целью 

интенсификации процесса ионного обмена сус-

пензия ионит–раствор перемешивается мешалкой. 

В аппарат поступает регенерационный раствор с 

объемным расходом Q и концентрацией вещества 

Свх. Одновременно из аппарата выводится равное 

количество раствора с концентрацией С(τ), кото-

рая равна концентрации раствора внутри аппарата. 

 

 

Рис. 1. Схема емкостного аппарата проточного типа 

Fig. 1. Diagram of a flow-type capacitive device 

 
При формулировке математической модели 

примем следующие условия и допущения: 1) твердая 
фаза состоит из N тел цилиндрической формы, у 
которых длина бесконечно велика по сравнению с 
их диаметром; 2) диаметр всех тел одинаков; 3) об-
мен ионами между поверхностью цилиндра и рас-
твором происходит одинаково на всей поверхно-
сти; 4) скорость процесса определяется как внеш-
ней, так и внутренней диффузией; 5) равновесие в 
системах ионит–раствор описывается уравнением 
изотермы адсорбции Генри; 6) кинетические ко-
эффициенты постоянны; 7) раствор и ионит пол-

ностью перемешиваются в емкостном аппарате; 8) 
в аппарат поступает раствор с постоянным объем-
ным расходом и одновременно из аппарата удаля-
ется равное количество раствора. 

С учетом принятых допущений математи-
ческое описание процесса ионного обмена вклю-
чает следующие уравнения: 

- характеристическое уравнение полупе-
риодического аппарата полного смешения: 

   
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- уравнение нестационарной диффузии в 
неограниченном цилиндре: 
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( τ ; 0 ≤ r ≤ R);  (2) 
- уравнение изотермы ионного обмена:  

ГС=Cp
;   (3) 

- уравнение для определения средней кон-
центрации вещества в частице ионита: 

   drτr,Cr
R

=τС
R

0
2ср

2 ;  (4) 

- начальные и граничные условия: 

    0ср 00 C=С=,rC ;   00 C=C ; (5) 

 
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 
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D грэф 


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,  (7) 

где С – концентрация раствора, кг-экв/м3; C  – кон-

центрация вещества в ионите, кг-экв/м3; D  – ко-
эффициент диффузии в ионите, м2/с; r – радиаль-
ная координата частицы, м; R – радиус цилиндри-
ческой частицы, м; V – объем раствора в аппарате, м3; 

V  – объем ионита в аппарате, м3; Q – расход рас-

твора, м3/с; β – коэффициент массоотдачи в рас-
творе, м/с; τ – время, с; Г – константа Генри; ин-
дексы: вх – входящий; гр – граница; p – равновес-
ный; ср – средний; эф – эффективный. 

Преобразуем уравнение (1) и (7) с помо-
щью уравнения изотермы (3) и введем в рассмот-
рение новые переменные и безразмерные величины: 
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Здесь а0 – обменная емкость ионита, кг-
экв/м3; Bim –модифицированное число Био; Fom – 
число Фурье. 

Система уравнений (1)–(7) в новых пере-
менных (8) будет иметь вид: 

   
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


. (14) 

Для решения краевой задачи (9)–(14) бу-
дем использовать метод интегральных преобразо-
ваний Лапласа [15, 16]. 

Запишем операторное уравнение, соответ-
ствующее уравнению (10): 
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где s – комплексный параметр. 
Общее решение операторного уравнения 

(15) с учетом условия симметрии (13) имеет вид [9]: 
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Среднее значение функции  s,N L  : 
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Запишем уравнение материального баланса 
(9) и граничное условие (14) в области изображений: 

      sNNsNsNssN L0LL  ср0
; (18) 
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Выразим из уравнения (18) функцию NL(s) 
и подставим ее величину в условие (19): 
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Удовлетворим решения (16) и (17) усло-
вию (20), а затем из полученного соотношения 
найдем постоянную А, значение которой подста-
вим в решение (16). Получаем: 
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Числитель и знаменатель в решении (21) 
являются обобщенными полиномами относитель-
но s. Таким образом, все условия теоремы разло-
жения соблюдены и ее можно применить для пе-
рехода от изображения к оригиналу 
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Полином  s  имеет следующие простые 

корни: 1) s = 0 (нулевой корень), 2) s = –χ, 3) бес-
численное множество корней sn, определяемых из 
уравнения: 
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Осуществив переход от модифицирован-
ных функций Бесселя к обычным и обозначив 

si , получаем 
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В соответствии с соотношением (22) 
найдем вспомогательные величины и получим 
решение нашей задачи, которое запишем в преж-
них переменных: 
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где 
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Уравнение (25) позволяет рассчитать распределе-
ние концентрации сорбируемых ионов по радиусу 
частицы цилиндрической формы в любой момент 
времени. 

Если подставить в соотношение (4) вместо 

 ,rС  решение (25), то после интегрирования 

получим: 
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Решение (26) позволяет определить сред-

нюю концентрацию сорбируемых ионов в частице 

ионита цилиндрической формы в любой момент 

времени. 

Используем равенство, отражающее тот 

факт, что скорость заполнения объема тела ци-

линдра сорбируемым веществом должна быть 

равна скорости, с которой сорбирумое вещество 

проходит через боковую поверхность этого тела: 

   

Rr

эф

cp

r

r,τС
DNS

dτ

τСd
V





 ,  (27) 

где N – количество частиц ионита в аппарате, S – 

площадь боковой поверхности цилиндра, м2. 

Уравнение материального баланса (1) с 

учетом (27) может быть записано так: 

   
  τСCQ

r

r,τС
DNS

dτ

τdC
V вх

Rr

эф 







. (28) 

Учтем, что 2NSRV  . Если подставить 

в уравнение (28) вместо ),x(C   решение (25), то 

после дифференцирования, принятия r = R, и ин-

тегрирования получим: 
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где  
ГСC

Сa
D nnn

1

0

0022
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






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
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вх

. 

Уравнение (29) может быть использовано 

для расчета концентрации раствора на выходе из 

аппарата в любой момент времени. 

Для проверки адекватности разработанной 

математической модели реальному процессу были 

проведены экспериментальные исследования про-

цесса десорбции ионов меди из модифицирован-

ного поликапроамидного (ПКА) волокна раство-

ром серной кислоты. Модификацию ПКА волокна 

осуществляли за счет химически инициированной 

привитой сополимеризации на его поверхности 

метакриловой кислоты. Для опытов использовали 

емкостной аппарат с эллиптическим днищем, в 

котором перемешивание суспензии проводили 

пропеллерной мешалкой. Число оборотов мешал-

ки установили из предварительных опытов. При 

этом число оборотов мешалки практически не 

влияло на скорость ионного обмена. Концентра-

цию раствора серной кислоты на входе в аппарат 

принимали равной концентрации раствора внутри 

аппарата в начальный момент времени. В этом 

случае уравнение (29) упрощается и может быть 

записано в виде: 

 
 


вхC

C 
  

 



 





























1

2
2

эф

2

эф2

2

1

n

ee
JEB R

D

R

D

n

nnn
n

, (30) 

где  
ГC

Сa
E nnn

10022









 


вх

. 

Коэффициент массоотдачи в растворе 

определяли из уравнения, полученного на основе 

модельных представлений теории обновления по-

верхностей [17]: 




D
2 ,   (31) 

Здесь D – коэффициент диффузии ионов в 

растворе, м2/с;  – время обновления поверхно-

сти, определяемое из соотношения: 

об

в

ω

d
τ  ,   (32) 

где dв – диаметр волокна, об – скорость обтека-

ния поверхности ионита жидкостью. 

Величину об рассчитывали по уравне-

нию [18]: 
31

d
u1.0 







 


а

мобω ,  (33) 

где uм – скорость на конце лопасти мешалки, м/с; 

dа – диаметр аппарата, м;  – масштаб турбулент-

ной пульсации, м. 

Согласно данным [18] примем  = dм. 

Скорость на конце лопасти мешалки равна: 

uм = nπ dм,   (34) 

где n – частота вращения мешалки, 1/с; dм – диа-

метр мешалки, м. 

Основные режимы работы аппарата и сорб-

ционные характеристики изученной ионообмен-

ной системы [19, 20] приведены в таблице. 

На рис. 2 изображены кривые распределе-

ния безразмерной концентрации ионов меди по 

внутренней координате частицы цилиндрической 

формы для различных моментов времени процес-

са ионного обмена.  

На рис. 3 и 4 показаны в сравнении экспе-

риментальные и расчетные кинетические кривые 

процесса ионообменной десорбции ионов меди из 

ПКА волокна и зависимости изменения концен-

трации ионов меди в растворе на выходе из аппа-

рата от времени процесса.  
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Таблица 

Характеристики процесса ионного обмена в аппарате 

Table. Haracteristics of ion exchange process in apparatus 

Показатель Значение показателя 

V·104, м3 

V ·105, м3 

Q·104, м3/c 

dа,м 

dм, м 

n, 1/c 

Cвх, кг-экв/м3 

C0, кг-экв/м3 

а0, кг-экв/м3 

эфD ·1012, м2/с 

D·109, м2/с 

Г 

dв·104, м 

υ·106, м2/c 

β·104, м/c 

8 

8,05 

1,6 

0,1 

0,03 

6 

2 

2 

1,6 

2,61 

1 

0,8 

2,6 

1 

3,6 

 

 
Рис. 2. Расчетные поля распределения безразмерной концен-

трации по безразмерному радиусу частицы материала: время 

τ∙10-3, с: 1 – 0,5; 2 – 1; 3 – 2 

Fig. 2. Calculated fields of distribution of dimensionless concen-

tration on dimensionless radius of particles of material: time, τ∙10-3, s: 

1 – 0.5; 2 – 1; 3 – 2 

 

Из данных рисунков видно, что процесс 

ионного обмена протекает при переменной кон-

центрации раствора. Сначала концентрация ионов 

меди в аппарате увеличивается до максимального 

значения, что связано с интенсивным процессом 

регенерации волокнистого катионита. Затем кон-  
 

  
Рис. 3. Кинетические кривые ионного обмена: 1 – экспери-

ментальные данные, 2 – расчетные данные 

Fig. 3. Kinetic curves of ion exchange: 1 – experimental data, 2 – calcu-

lated data 
 

 
Рис. 4. Концентрационные кривые ионного обмена: 1 – экс-

периментальные данные, 2 – расчетные данные 

Fig. 4. Concentration curves of ion exchange: 1 – experimental 

data, 2 – calculated data 
 

центрация раствора постепенно уменьшается и 

асимптотически приближается к нулю вследствие 

уменьшения скорости ионного обмена на послед-

них стадиях процесса и поступления в аппарат 

исходного раствора кислоты, не содержащего ио-

ны меди. Расхождение результатов расчета и экс-

перимента не превышает 8 %. Разработанная ма-

тематическая модель может быть рекомендована 

для практического применения. 
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